az 2128 Carmichael sayisinin varhgini kantlar ki
bu hakikaten buyiik bir sigramadir [4]. Alford’in
katkisi ile baglayan olumlu gelismeler 1992 yilinda
Alford, Granville ve Pomerance’in kanitladig teo-
rem ile Carmichael sayilarinin ger¢ekten sonsuz
tane oldugu gosterdi:

Teorem. Yeteri kadar buylk bir z dogal sayisi
f¢in, z’ten kuc¢ik Carmichael sayilarimn sayisi
2267 *den biyiktir.

£ — oo iken z2/7
bu  teorem gercekten Carmichael sayilarmn
1912'de ileri siiriildiiZii gibi sonsuz tane oldugunu
gosteriyor ve sayilar kuramimn iinli bir problemi
daha tarih oluyordu.

Tegekkiir. Yazim:okuduktan sonra [4] numarall
kaynag: dikkatime sunan sevgili Ersan Akyildiz’a
tesekkur ederim.

— oo oldugundan,
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BIR ALGORIST: LEONHARD EULER

Nurettin Galigkan *

Akillica yontemler bularak ya da oyunlarla
problem ¢ozen insanlara algorist adi veriliyor.

1707-1783 yillar1 arasinda yasayan Isvig-
reli matematik¢i Leonhard Euler; matematik
dinyasimin yetigtirdigi en biiyuk algorist olarak
biliniyor. Euler’in algeusthgx, problemi karma-
§1khktan kurtarlp kolaylagtlrmasmda ve farkh

mada kulland1g1 yonteml aktaraca,élz /

Isvigreli matematikgi J acques Bernoulh

yakinsak serilerin toplamlan lizerine ¢alhisiyordu.

Bir tiirli toplam degerini bulmay1 becetemedigi:
1 1

Tttt
49 n?

yakinsak serisinin toplaminin ne oldugu sorusunu

ortaya, attlktan sonra, bir ¢ok matematik¢i gibi
Eule da bu seri ile ilgilendi. Onceleri toplama
¢ok yakin degerler bulsa da Euler bunun ile ye-
tinmedi.  Sonugta biiytik tartigmalara-yol agan
bir yontemle problemi ¢6zmeyi bagardi. Asagida
verecegimiz yontemmde Euler, sonlu toplamin
ozelliklerini sonsuz toplama Aatygulayarak sonuca

ulagiyordu.

n’yi

: gul ’iag‘j’cienk‘leme kdenk i

a,,(a: -z )(z — .‘02) 2

e§xthgm1 elde edenz ag sayistmn sifirdan
farkh oldugunu kabul edersek, denklemin biutin..
¢oztimleri sifirdan farkh olur. Bu durumda y =
1/z dénistimini kullandifimizda ilk denklem

@y +ay" " - tan=0

sekline déniigiir. Bu denklemin ¢dziimleri ise

olacaktir. Boylece, n tane reel farkh koke sahip,
ap # 0 OSzelligi bulunan n’yinci dereceden bir

* Dogu Akdeniz Universitesi Matematik Bolimii Sgretim gorevlisi



denklem igin

ap+aiz+--+ayz” = ao(l—i) .--(1—1)
z Ty

egitligi vardir ve

1 1 1
—a; =ap +—+-'+———

T2 In

olur..
Aym sekilde, kokleri =zy,+2,,...
olacak sekilde 2n’yinci dereceden

yt2n

bo —b12% + byz* 4+ 4 (=1)"bp 22" = 0
polinomu igin, by # 0 olarak alindiginda

bo — blz2 +b2z4+ "'+(—1)nbnz"

elde edilir. Bu bilgilerden sonra Euler’in
L
n=1 nz

serisinin toplamimi bulmada kullandigi yonteme
gegebiliriz.

f(z) = sinz fonksiyonunun z =0 nok-
tasi etrafinda Taylor aglhmxm yazdlgxmlzda eldef

edilen

_ (1)n$2n+1 ;4 z? 25 27
sinz = Z (2n+1)' ~x—§+_5—!-+-’7?+.“

d‘ékikfehiihin'k&kle;i 0, %, :i:27f, ..., knw, ... ola-
caktir. ‘Di?nklemde her iki tarafi z’e bélerek
sifirdan farkh ¢dziimleri aldigimizda

sin z 22 gzt 28

= Tl yty ot

(-5 (- )~

elde edilir. Yukarida gosterdigimiz katsayilar ve
kokler arasindaki bagintiy: kullanarak

141 RN B
3w (27r)2 (nm)?

CALISKAN

ya da
E ==

bulunur.

- Problemin ¢6ziimiine ilk itiraz Jacques
Bernoulli’nin yegeni Daniel Bernoulli’den geldi:
sinz = 0 denkleminin karmagik sayilar kiimesi
uzerinde ¢6ziimil yok muydu? Ikincisi, bu denk-
lemin reel sayilar kiimesi iizerinde 0, +r, £2x,
..., £nw, ... sayilan disinda ¢oziimii olamaz
miyd1? ﬁgﬁnciisii ise, bir serinin ¢arpim halinde
yazilmast olanakh miydi?

Euler onceleri elestirileri dnemsemedi; ¢ok
sonralari ise, biitiin bu sorular yanmtladi:

sinr =

yazdiktan sonra, P,(z) polimonunun karmagik
kokiiniin bulunmadigini gosterdi. n sayisinin tek
say1 olmasi koguluyla

» Pn(“f') — ﬁl(l; 5 . x? ‘ )
z Pt n? tan(kr/n)
egitliginin var oldugunu ve bu yazihmda, biitiin &
degerleri igin

lim Fu(z)

n—00 eid

=kr

oldugunu kamitladr. Seri, biitlin = degerleri i¢in
mutlak yakinsak oldugundan, toplamin ¢arpim
halinde yazilabilmesini olanakh kiliyordu.

Euler daha sonralar1 ayni yontemi uygula-
yarak bir¢ok serinin toplammm hesapladi. Onlarin
birkagina bu yazida yer verecegiz. Kékleri +u;,
Fut, duy, fuyi, ..., Fu,, +u,i olan 4n’yinci
dereceden denklem

co —crut 4 4 (=1)cput

u4 u4 7 u4
= — e —_— ]_v_____
c°(1 u;*)(l ) ( )

seklinde yazilabilir ve ¢g # 0 kogulunda

= S
AT\ ul

olur.



CALISKAN

Simdi
= 1
2
serisini toplamak igin f(z) = sin z sinh x fonksiy-
onunu kullanacagiz. f(z) = 0 esitligini saglayan

z degerleri 0, +m; +ni;, £27, +271, ..., Lnw,
+nni, ... olur.

1)7) 2n+1 2n+1 '

(=
Vsmxsmhz-— LZ @+ 1) [‘Z(Zn—{—l)

! 23 25 27

P

Atz

1\? 2
1 . 1.6
=~ [(5) -3
2 2 1\ 10
+.[§T“§!7!+ (Eﬁ) ]“’ e
‘yaznhr. Sifirdan farkli ¢dziimleri aradifimzdan, -
sin:csinh:c 1l [(_1_)2 _ 3]m4
T . A 3! 9!

2 2 1\*] &
o st ) [Pt

agithimim kullanacagiz. Elde ettigimiz bu “son-
suz terimli” polinomun kékleri 4w, i, 42,
+271, , ®nm, +nwi, ... oldugundan, en son
elde ettigimiz denklemin sag tarafi

seklinde yazlabilir. Bu esitlik kullamlarak.: ;

(1N 2.1 1 BT S

31 5 @t (2m) (nm)*
ya da - | N '
i : i i Y ﬁ
it 90
bulunur.. .
"Simdi de

e
L @1y

toplamini bulmaya ¢aligalim. Bunun igin cosz

fonksiyonunu kullanacagiz. cosz = 0 denk-
leminin kokleri +%,+3F,+3%, - ’dir. Taylor
aglimini yazdigimizda
[e9]
B (_1)nz2n _ l'2 254 iL‘G
cosx nz—: o }-—-27 T
2 422 42
w2 (37)? (5m)?

olur. Kokler ve katsayilar arasindaki bagnt: kul-
lamlarak

TR, P S
2! T w2 (3w)? (nm)? ’
buradan da

it 1 7r2
Z < (2n — 1)

© - elde edilir.

f(z) = sinz — 1 fonksiyonunu diigiinelim.
f(z) = 0.yapan z degerleri %, 2", %, - 7{, ..
olacaktir. sinz fonksiyonu y = 1 dogrusuna bu
noktalarda teget oldugundan, kokler ¢ift kathdir.

O halde

3 5 7
sine—1=—~14+z~— 3|+3_~~7! o1

(- E-E

yazilabilir. Carpim agtigimizda z’li terimin kat-
sayisinin. -
4 4\_, 4 4 4

T b 77;+§7;+

oldugu goruleblhr ‘Bu toplam Taylor agihminin
z’li terimin katsayisina esitledigimizde

4 -4 4 4
=t e et
ya da
= (-D" T
2n+1" 4
n=0

bulunur. Boylece Euler’in yénteminij kullafiarak’
Leibniz serisi olarak bilinen senmn toplamlm
bulmug olduk e




