TRIGONOMETRIK DENKLEM SISTEMLERININ

COZULMESI
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Dergimizde daha 6nce yayinlanan yazimiz-
da [5] bir bilinmeyenli trigonometrik denklemle-
rin ¢oziim yontemlerini agiklamaya ¢ahgmgtik.
Bu yazimizda ise iki bilinmeyenli trigonomet-
rik denklem - sistemlerinin ¢oziilmesine iligkin
yontemleri ele alacagiz. Ancak bu yamda sdzii
edilen geylerin genellikle, daha fazla bilinmeyen
igeren denklem sistemleri igin de gegerli olduklar:
unutulmamalhidir.

‘Bir trigonometrik denklem sistemini ¢6z-
mek demek,

. denklemleri ayn: anda dogru ifadeler haline ge-
tiren tum degerler kiimelerini bulmak” demekéir.

Trigonometrik denklem sistemlerinin son-
suz sayida ¢Oziimleri bulunur: Bu nedenle ¢6ziim
kumelerinin uygun bir notasyonla yazilmas: son
derece Snemlidir.

Iki bilinteyenli denklem sistemlerini ¢ozer-
ken, genellikle agagidaki yollardan birini izleriz:

1. Bilinmeyenlerden biri oteki cinsinden
yazilarak sistem bir bilinmeyenli bir denkleme in-
dirgenir ve buradan da ¢oziim kiimeleri elde edilir.

2. Denklemlerden birinde uygun bir degigken
donligiimii ya da trigonometrik doniigiimler yapi-
larak sistem cebirsel bir denklem sistemi haline
dontigtirilir ve buradan da biﬁnmeyénlere ait
¢ozum kiimeleri bulunur. :

3. Sistemdeki her iki denklem e b' den
trigonometrik donu§umler ya.para.k ya da
degiskenler kullanarak sistem cebirsel hale getiri-
lir ve buradan da ¢oziimler elde edilir:

Bu yontemleri 6rnekler yardimiyla agikla-
maya ¢aligalim.

Bilinmeyenlerden Birini Yoketmek
Ornek 1. Asagidaki denklem sistemini ¢oziiniiz:

T—y=

wl N

sinz = 2siny

* Gemi ingaat: mithendisi

“bilinmeyenlerin, sistemdeki tiim

Cbziim.. Birinci denklemden z = y+ % bulunur
Bu ikinci denklemde kullamilir ve ara iglemler
yapilip diizenlenirse

. T .
sm(y+ -5) = 2siny

. ™ . .
s1nycos§+cosysm~ = 2siny

3 :
3siny = V3cosy

elde edilir. cosy = 0 olamayacag: denklemlerden
agik¢a gozukmektedlr O zaman cosy ile bdli-

nurse
V3 1 1/2 sint/6
tany:—-:—-—:__:_____...
3 V3 V3/2 cosx/6
gikar. Bu basit denklem c¢oziilerek
y= % +kr
z = 32[ + km

bulunur. k = 0,F1,¥F2,... ahinacaktir.

Denklemlerden Bivini Doniistilrmek

Soz konusu denklem sistemindeki denklem-
lerden biri - a,glla.rm toplam veya farkim, &teki
ise, bunlarin cesitli trigonometrik oranlarinin
toplamu, farki, ¢arpim ya da oranim igeriyorsa bu
yontemle sonuca ulagilabilir. Simdi bir kag tipik
ornekle yontemin nasil uygulandigim gosterelim:

Ornek 2. Agsagidaki denklem sistemini ¢6ziintiz:

" A4
z y—‘3

1
cosT +cosy = ~3
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Coziim. Ikinci denklemi, kosiniislerin toplam
formiilinden yararlanarak doniigtiirelim.
r+y zT-—y

cos = -
2

1
2
z—y 1
2 T 4

2 cos

2w
€OS — COs
3

cos 2 = —1 degerini kullanirsak,

2 "3

elde ederiz. O halde baslangigtaki trigonometrik

denklem sistemi, asafidaki iki cebirsel denklem

-sistemine doniigmiig olur.

.’E-}%:y:‘—i‘,si
{:c——y::41c7r‘+2T”(1)

sty=%
{m~—y:4k1r-——231 2)
(1) sistemini ¢ézersek
2z = 4kw 4 27
Ty =2%kr+7w
s
B = 'é' _‘ 2k7r1’
(2) sistemini ¢ozersek
2z = 4kmw + —21
3
xo = 2kw + §
-,ﬁ Y2 =7 —2km

Agaéfdakl denklem szstemmx gozunuz

{ .Mu 2«
' tanztany-—‘ 1

Cozum. Ikinei: denklerii: donugturmeye galiga-

him:
‘sin siny

“ COSET COSY

gozumlenm eide ederiz. Coziimlerde k bir tam-.

Sol tarafin payim sinislerin ¢arpimi, paydasini ise
kosiniislerin ¢arpimi formiillerinden yararlanarak
yeniden yazahm:

= —1.

3leos(z — y) — cos(z + )]
3leos(z +y) + cos(z ~ y)]

cos(z + y) = cos 2x = 1 degerini kullanmirsak

cos(z —y) —1

1+ cos(z — y) =-1

buluruz. fglemleri yaparak diizenlersek cos(z —
y) = 0 denklemine ulagiriz. Bunu ¢ozelim:

T

cos(z —y) = cos
T
-y =2k -
r—y TF3

O halde iki cebirsel denklem sistemi elde etmig
olduk. z +y = 27 ile + isaretli sistemi ¢zersek

5T
ry = k'il" + —4" -
n= 3: kﬂ-t
— igaretli sistemi ¢ozersek
3r
Ty = kw -+ —4—
5t
Yz = ‘Z —kn

sonuglé.nm elde ederiz. Her iki ¢oziimde de k bir
tamsayidir.

Ornek 4. Asajidaki trigonometrik denklem sis-
temini ¢ozuniiz:
r—y=

sinz -

N ol

siny
Céztim. a/b = c/d bigimindeki bir orantinin

a-b ¢—d
a+b c+d

bigiminde yazﬂabxlecegxm blhyoruz
leme bu oranti ozelligini uygulay"a. 1Y

sing — smy
sinz'+ smy



Denklemin sol tarafinin pay ve paydasinm siniisle-
rin farki ve top!aml formiilleri yardlmxyla yeniden
yazahm:

2sin =¥ cos E;L'L 1

2sin T cog E2E T

2 5
Simdi
L rz—y |
sin =sin—= =~
6 2
cos TY = T_V3
7 T F T

degerlerini yerlerine koyahm: A

JoosTh 1
cot rty = —\/E
2 3
;ot ot _;y =catg— .
z+y T
5 = km + 3

:c+y:2k7r+%3:

O halde denklemimiz agagidaki cebirsel denklem
. sistemine donligmig olur:

z—y=

o;:[a

2w
= 2k —
T -+ T+ 3

Bu sistemin ¢6ziillmesiyle, k¥ bir tamsayi iken,

s
x_k7r+-2—
s

=k —
Yy 7T+6

goztimleri elde edilir.-
Denklemlerin Ikisini Birden Déniistiirmek

6rn_e:l‘c::§., Asagidaki denklem sistemini ¢oziintiz:

cosz+cosy = 1

T 1/__’\/5
(:cos2+<:os2-_2 1

agt cmsmden o

cosa=2cos? = =1

2>

sistemini elde ederiz.

i kosinusleri yarim
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seklinde yazip ara iglemleri yaparsak,

cos? 2+cos 2 =3
cos%-}—‘cosg— = -—\/2,2»1

cos% = u ve cos§ = v
doniiglimiinl yaparsak, -

u2+v =

Mﬂwlw
%

U+v =

cebirsel denklem sistemini elde ederiz. Birinci
denklemin sol tarafim (u + v)2 — 2uv bigiminde
yazacak ve (u -+ v)’nin degerini gozoniine olacak
olursak agagidaki sisteme ulagimz:

V2

utv=5-—1

A

Uy = "-—‘2—-‘
Bu sistem de degiskenlerden birini digeri cinsin-
den ifade edip ikinci dereceden bir bilinmeyen-
Ii bir denklem elde edilerek ¢oziilebilir. Fakat
biz burada kolayca goziiktiigi icin, kokleri tah-
min ederck ¢oziime ulagmayi tercih edecegiz.
Carpimlari -—%:, toplamlari 3';—_ — 1 olan bir ¢ift
say1 vardir: —~1 ve 3@ O halde z Ve y bilin-
meyenlerini bulmak igin,

z V2

COS &~ = —

2 2
cosy— = -1
2

sistemnini ¢ozmek gerekir. Bunlarin ¢ozulmesiyle
agagidaki ¢oziimler elde edilir: -

2y = $g~+4k7r, Y1 = 27 + 2nm,
z9 = 27 + 4pm, :;% + 4qm.
k,n,p,q tamsé.yllardu. :

Ornek 6. Agsagidaki denklem sistemini gézﬁnﬁZS

cosz +cosy =1
cos3z +cosdy =1

Coziim. cos3a = 4cos® a— 3cosa esitligi 1k1ncx
denklemde yerine konup: d»p&ené@mrse Do

3({:0&@ + cos y) =1
veosSz HcosSy = 1

4(cos® " & + cos’ 3 y) -~
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bulunur.

(cosz 4+ cos y)? = cos® z + cos®y
+ 3 cosz cos y(cos  + cos y)
Szdegliinden cos®z + cosy =
cekersek,
(cosz + cos y)® ~ Bcosz cos y(cos z + cosy) = 1
1—3coszcosy=1

coszcosy = 0

olacaktir. O halde baglangictaki sistem, agagidaki
bi¢ime dénligmig olur:

cosT + cosy = 1
coszcosy = (.

Ikinci denklemdeki carpanlan aym ayr sifira
esitleyerek iki denklem sistemi elde edilir:

cosz = 0, cosy =1, (1)
cosy =0, cosz = 1. (2)
(1) sistemini ¢ozersek
T
ry = 2km F —, Y1 = 2nm,
(2) sistemini ¢ozersek
Yo = 2mm F —75, ry = 2pw

¢oziimleri elde edilir. k;m,n,p tamsaylardir.

Ornek 7. Asagidaki. denkiem s:stam:m ¢cOzn
\/5 sing = 0 ;

2cos:c+cosy- 1

siny ~

Coziim. Bu problemi ¢ozerken sin? o +cos? a =

1 Szdegliinden yararlanacagiz. Birinci denklem-
den siny = v/Zsin z olur ve bunun karesi alinarak
sin?y = 2sin’z bulunur. Tkinci denklemden
cosy =1 —2Zcosz olur ve bunun karesi alinarak
cos? y = (1—2 cos z)? bulunur. sin® y+cos?y = 1
denkleminde bunlan kullanirsak,
2sinfz + (1 2cosz)? =1

2sm z+1—4cosz+4cos’z = 1

2(sm z+cos’z) 4 2cos’z — 4cosz = 0

2cos’z —4cosz+2=10

(cosz~1)2 =0

cost = 1

1. degerini

) olmalidir.

basit trigonometrik denkieml elde edilir. ‘Bunun
¢oziilmesiyle de = 2kn bulunur. Oteki bilin-
meyen ise,

cosy = 1—2cosz
cosy = ~1
y=2nTFmw

olarak elde edilir. k£ ve n tamsayidir.

Bazi durumlarda denklem sistemi verilir-
ken, koklerin baz yan kogullan saglamas: da is-
tenebilir. Bu durumda sistemi ¢oziip, sonra da
istenen kosullan saglayan ¢ozumleri ayirmak bir
¢ok durumda son derece gli¢ olabilir. Bdyle du-
rumlarda istenen kogullara uygun kokleri dogru-
dan dogruya elde etmeye calismak daha kolay ola-
bilir. Simdi de bununla ilgili bir 6rnek yapalim.

Ornek 8. Asagidaki denklem sisteminin, 0 <
z < 7 vew <y < 27 kosullarini saglayan -
¢ozumlerini bulunuz:

singsiny = ——
4

w

cos(z + y)+ cos(z — y) = 3
Cziim. Siniislerin carpimim kosiniislerin fark:
bi¢iminde yazarsa,k sistem agafidaki bicime
donugur -

1
2
cos(z + Vy)'-{i—'cos(:c —y) = §

cos(z — ) = cos(x +y) = — =

Buradan ise'su basit sistemi elde ederiz:

cos(z —y) = %
cos(z +y) = 1.

Bu sistemin 0 < z < 7 ve 7 < y < 2
arahklarinda bulunan ¢6ziimlerini aniyoruz. O
halde

—2r<z—y<0
T< ety <3w

z—y farki -21r ile 0 arasmda bu‘r
lunuyotrsa, cos(z — y) = i *
iki halde saglamr: 2 —y = ~7r/3 v }
—57/3. z+y toplam ise, 7 ile' 37 ardsinds bu- -
lunuyorsa, cos(z + y) =1 denklel’m ‘yaln

halde saglamr: =z + y'= 2. 'Ohsl




sh:denklemin ¢ozilmesi aradifimiz tiim
: mlen verecektir:

:z:——y:-—g-, z+y=2m, (1)
5
x—y:—-——gy $+y:27¥. (2)
Bu iki denklem sisteminin ¢ozulmesiyle;
= 5T _Ir
11— 6’ Y1 = 3 3
prm ¥ _ 1=
2= 8 Y2 = 6

elde edilir.

Bazan da verilen karigik bir tek trigono-
metrik denklemin ¢6ziimii, onu bir denklem sis-
temi haline getirerek bulunur. Bazi durumlarda
ise bu denklem sistemini elde etmekte egitsizlikler
kullapilir.

Ornek 9. Agagidaki denklemin ¢bzlim kiimesini
bulunuz:

27 — 2273 _ 9(cos mz — 1)2®t?

+ 4(cosmz — )z"t1 — 23 4 942

+ 2(cosmz — 1) — 4{cosmz — 1) =0
Coézitm. Verilen denklemi garpanlara aywahm:
0= z%(z"t? = 207+ ~ £ + 9)

—2(cos mz — 1)(z"+% — 22+ — z 4 9)

0= (2"t~ 22" — £ + 2)(z? ~ 2cos 7z + 12)
Simdi birinci: ‘sarpani sifira esxtleyehm o

2xz+1;z+2 0_

Bu ifadey1 grupfama yontemxyle ga‘rbaﬁi&fa
ayirahm:

2907t g4 2=0
(2" - 1) - 2"t - 1) =0
(@ -z -2 =0

Ikinci carpandan z; = 2 ¢oziimii elde edilir. Ilk
carpan z®t! = 1 verir. Bir isli ifadenin 1’
egit olmasi i¢in ya ussi sifira ya da tabam 1’e
egit olmahdir. O halde zy = —1 ve z3 = 1 elde
ederiz. Simdi de baslangicta buldugumuz ikinci
carpani sifira esitleyelim: z2 + 2 = 2cos7z. Bu

denklemi ¢Ozebilmek i¢in esitsizliklerden yarar-

lanacagiz. Bu denklemin sol tarafi daima 2?42 >
2- kosulunu, sag taraf ise —2 < 2coswz < 2
kogulunu saglar. Iki tarafin birbirine egit ola-
bilmesi i¢in, (bir bagka deyigle, ele aldiginuz ikinci
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carpanin sifira esit olabilmesi i¢in, her iki tarafin
ayn1 anda 2’ye esit olmasi gerekmektedir. Yani

2 4+2=2

2cosTr = 2

denklem sisteminin saglanmasi gerekir. - Birinci
denklemden z = 0 bulunur. Bu kékin ikin-
ci denklemi de saglamasi gerektiginden z = 0
degeri burada yerine konulmalidir. Bu degerin
ikinei denklemi sagladig goriilmektedir. O halde
z4 = 0 degeri de ¢dziim kiimesinin elemanidir.

Ornek 10. Asagidaki denklemin ¢6ziim kiimesi-
ni bulunuz:

2m2+2y2——2;z:y-4x—-4y+8:0

Coztum. Denklemi agagidaki bxgxmde yeniden
yazalhim:

0= (22 + 9% - 2zy) + (2% — 4z + 4)
+(y* — 4y +4)
0=(z-y’+(@=-2°+(y -2’
—(z—-y)? =(z -2+ (yv-2)%

Bu denklemin sol tarafi (x—2)%2+(y—2)% > 0, sol
tarafi ise —(z — y)? < U kosulunu saglar. Esitlik
her iki denklemin ayni anda sifira €§lt olmalar
halinde miimkiin olur:

-2’ =0
—(@-y)?=0
[k denklemden # = y bulunur. Bu esitlik ikin-
ci denklemde kullanilirsa 2(z — 2)? = 0, bdylece
z = 2, ve buradan da y = 2 bulunur.
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