EMRE ALKAN’IN ESITSIZLIGI UZERINE

Emre Alkan, [1]'de asafidaki esitsizligin
dogru oldugunu iddia etmigti.

Iddia. z, y, z ve n pozitif sayilar olmak tizere,

L1 N 1 <i 1 n 1 +_1_
(z+y)*  (z+2)r  (y4+2)0 ~ 2n\an  yr zn
gergeklenir. Egithk yalniz © = y = z iken vardir.

[1)’de Emre Alkan istenen esitsizligin,
hghy, he ve Iy, Ty, T sirayla bir ABC {i¢geninin
vukseklikleri ve digteget ¢cemberlerinin yaricaplan
olmak uzere, hl + hy + k7 < T7 4+ s + 17
esitsizlifine denk oldugunu gostererek, iddiasim
n =1 ve n =2 durumlar i¢in kanitlamisti.

Fonksiyonlarin digbtikeylik ozellikleri kul-
lanilarak iddiadaki ve benzeri egitsizlikler kolayca
kanitlanabilir. Agagidaki teoremin digbiikeylikle
ilgist fonksiyonun grafiginin izerinde kalan bolge-
ye bakilinca goriilecektir.

Teorem. Bir [ acgik aralifinda f iki kere
tirsvlenebilir ve her t € I ig¢in f"(t) > 0 olsun.
Her a,b e I igin

F(552) < 2@ + £8)

gerceklenir. Esitlik yalniz a = b iken vardir.
Kaunit. g(t) = 3(f(a) + f(t)) — F(%F) fonksiy-

onuna bakalim. ¢ € I igin

/0 =3r0-r(*] =540 ©

olacaktir. Ikinci esitlikte Ortalama Deger Teo-
remi kullandik ve bu esitlik ¢ ile %¥ arasindaki

uygun bir ¢ i¢in saglamr. f”(c) > 0 oldugundan

(2)’den g fonksiyonunun t < a i¢in azalan, ¢ > a
igin artan oldugu gikar; yani g’nin minimum
degeri t = a noktasindadir. b # a igin

1 [ b
U@+ 1) = £(5=) = 9) > g(@) =0
Teorem 1’in kanitini tamamlar. O

*ODTU Matematik Bolimii 8gretim iiyesi

Iddiadaki esitsizlige gelince, f(t) = 1/t"

i¢in
n(n+1)

>0

f”(i) —
egitsizligi I = (0, 00) araliginda gegerlidir. z,y, 2
pozitif sayilar igin Teorem 1’den ¢ikan

2" < 171 1
&:@?~§G€+%>

ile z + 2z ve y+ z igin benzer esitsizleri toplarsak
iddiadaki esitsizligi elde ederiz. Esitlik ancak g
egitlikte de esitlik durumunda, yani 2 = y = 2
iken vardir.

Teorem 1’de a ve b&’nin orta noktasi
%ll yerine aralarindaki herhangi bir noktayi

dustinebiliriz, bu bize ayni yolla kanitlanabilen su
teoremi verir.

Teorem 2. Bir I agik arahgmda f iki kere
tirevienebilir ve her t € I i¢in f"(t) > 0 olsun.
Her a,b& I ve her A € (0,1) igin

Fa + (1= N)b) < Af(a) + (1= N F()

gergeklenir. Esitlik yalniz a = b iken vardir.
Teorem 2’yi kullanarak Emre Alkan’mm

esitsizligini biraz genellegtirebiliriz: =z,v,2,,8

ve n pozitif sayilar olmak iizere

1 o1 1
(ax + By)" * (ay + Bz)" + (az +.Bz)

o1 (L,1 1
- (O: + I@)n rn yn 2n

gerceklenir. Esitlik yalmz z = y = z iken vardir.
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DISBUKEY FONKSIYONLAR

H. Turgay Kaptanoglu *

A. Digbiikey Kiimeler

Geometri derslerinden (eger orta 6grenim-
de hala geometri dersi kalmigsa) diizlemdeki
digbiikey sekillerin nasil seyler olduklar: hakkinda
bir fikrimiz vardir. Ucggen, kare, daire, yamuk,
diizgiin beggen, altigen, vb. digbiikey sekillerdir,
fakat yildiz degildir, c¢inki yildizin digindaki
bolge yildiza dogru girintiler yapar. Bunun
matematige daha uygun ifadesi sudur: Yildizin
icinde (farkh kollarinda) dyle iki nokta bulabiliriz
ki bu noktalar birlegtiren dogru pargasi mutlaka
yildizin digina tagar. :

A, B dizlemde iki nokta ve ¢, 0 <t <1
saglayan gercel say1ise, (1—¢)A+tB noktalarimin
kiimesi- A ile B’yi birlegtiren dogru parcasini
verir. t sifirdan. bire dogru artarken, A’dan
B’ye gideriz; t = 1 iken A ile B’nin tam or-
tasindayizdir. t > 1 veya t < 0 olmasi nokta-
lardan birinin obir tarafina gegmis oldugumuzu
gosterir. Koordinat kullanirsak, A = (a1, a3),
B = (b1, by) yazarz ve

olur. A ve B’nin n boyutlu gercel uzayda

(R™’de) noktalar olmasi durumunda da benzer
kavramlar ve iligkiler gecerlidir.

Tanum 1. D C R" olsun. Eger her A, B € D
ve 0 <t <1 saglayan her gergel ¢ i1¢in

(1-t)A+tBeD

ise, D’ye digbikey kume deriz.

R*’de A ve
uzaklig :

lA— Bl =v/(a1 —b1)> + - + (an — bn)?

B mnoktalar1 arasmdaki

ile . gosteririz.
sunlardir.

Uzakhgin ¢ temel oOzellig

(1) [|[A-All=0dir ve A # B ise [[A—B|| > 0

olur.

*ODTU Matematik Bsliimii Sgretim iiyesi

(2) t bir gercel say1 ise, |[tA —tB|| = ||t(A -
B)|| = |t||]A — B|| saglamr. ¢ = —1 halinde
ise bu ||A— B|| = ||B — A|| verir; bu simetri
ozelligidir.
(3) |]JA = B|| <||A— Cl}+ ||C= Bj}; bu dicgen
esttsizligidir.
(1), farkly iki noktanin, birbirine ne kadar yakin
olurlarsa olsunlar, aralarindaki uzakhgin sifir ola-
mayacagini sdyler. (2), A’nin B’ye olan uzakhgl,
B'nin A’ya olan uzakhifiyla aynidir demekle
egdegerdir.  (3), bir ticgende en uzun kenarin
uzunlugu diger iki kenarn uzunluklan toplamin-
dan kisadir demekten bagka bir gey degildir. Aym
zamanda iki nokta arasindaki en kisa yolun bir
dogru olmas: anlamna da gelir.

Her dairenin digbtikey oldugunu gostere-
lim. Dairenin merkezi M ve yarigapr r > 0 ise,
bir X noktasinin dairede olmasi demek, dairenin
st olan gemberi igerip igermedigine gore, || X —
M|} < r veya ||X — M|| < r esitsizliklerinden
birini saglamasi demektir. Diyehm ikincisidir:
Simdi dairede A ve B diye iki nokta alalim ve
0<t<1alahm. C=(1~-1{)A+tB dersek,

NIC—Ml|=l01=-t)A+tB—(1—t)M —tM||
< (A -9)A = M| +1]|B - M]|
<(l=tr+tr=r

esitsizlikleri saglanir; 1 — ¢ ve ¢, pozitif olduk-
larindan || - || digina oldugu gibi qikarlar. Sonug
olarak C = (1 ~t)A+tB’nin de 0 <t <1 iken

dairede oldugu anlagilir. Bu ise dairenin digbtikey
olmasi demektir.

B. Disgbiikey Fonksiyonlar

Tanim 2. A C R bir araik ve f: A — R bir
fonksiyon olsun. Eger her a,b € A ve 0 <{ <1
saglayan her gercel ¢ icin ‘

(1= t)a+ 1) < (1= t)f(a) + £
saglaniyorsa, fye digbikey fonksiyon denir.



Ornegin f(z) = z? fonksiyonunun A4 =
(=00, 00) araliginda digbiikey oldugunu gorelim.
a,b € R ise once 2ab < a? + b2 dogrudur, ¢iinkd
bu a® + b? ~ 2ab > 0’3, bu da (a — b)® > 0’a
denktir. ¢ = (1 ~¢)%a+'th olsun. 0 <t < 1 icin

? = (1—1)%a* + %% + a(1 - t)ath
< (1—1)%a® +170% 4+ (1 — t)t(a® + b?)
=((1=1)%+ (1= t)t)a® + (¢2 + (1 = t)t)p?
= (1 —t)a? +tb*

buluruz ki bu Tamm 2’nin f icin ger¢eklenme-
sidir. 0 <t < 1 oldugunu nerede kullandik?
Eger ¢ > 1 veya ¢t < 0 olsaydi, yukanda ilk
denklemdeki #(1 —'t) negatif olurdu ve ikinci
satirdaki egitsizlik tersine domerdi. Aymi yolla,
g{z) = cz + d geklindeki her fonksiyonun, yani
dogrularin da digbiikey oldugunu goriiriiz.

z = (1 ~t)a+tb yazarsak, k

b—=z z—a

t= —i=
> ve 1

b—a

olur ve Tamim 2’deki egitsizlik

£&) < 7250 + 222 50)
=IO oyt p0)
halini ahr.
y=10210 o)+ ),

f’nin grafi§inde bulunan (a, f(a)) ile (b, f(b))
noktalarimdan gegen dogrunun denklemidir. O
halde Tanim 2’deki esitsizlik, f fonksiyonunun
z =a ile z = b arasindaki grafiginin (a, f(a)) ile
(b, f(b)) noktalarim birlestiren dogru parcasinin
altinda veya ona degiyor oldugunun ifadesidir.
Ve bu A arahfindaki her a,b nokta ¢ifti
tarafindan saglanmahdir. Tanim 2'de esitligin
valmiz dogrular tarafindan saglandigim da bu-
radan goririiz.

Bu geometrik ozellikten yararlanarak, iis-
tel fonksiyon h(z) = e”’in biitiin gercel sayilar
kiimesi iizerinde dighiikey oldugunu goriiriiz; tabii
bu bir ispat degildir; ispat1 asagida verecegiz.
Gene aym yolla’ {(z) = Inz hichir arahkta
digbitkey degildir; k(z) = 23 ise sadece [0,00)
aralifi veya onun alt arahklarinda digbiikeydir.

Iki gesit digbiikeylik tammladik. Ilk akla
gelen soru aralarinda bir iliski olup olmadig.
Var, hem de ¢ok yakindan. f, bir A arahiinda

o

KAPTANGOGLU

digbukey olan bir fonksiyon olsun. E; ile
f'nin A’daki grafiginin {zerinde kalan bolgeyi
gosterelim; yani

Eiy={(z,y) eR*:z€ A, y> f(z)}
olsun.

Teorem 3. f'nin A’da dishikey olmasi igin
gerek ve yeter sart' E} ’nin digbiikey olmasidir.

Ispat. J digbitkey olsun ve (a,¢),(b,d) € E;
alalim. Bu iki noktay1 birlestiren dogru parga-
smin de’nklemlm

_b—2z z-a d

R

seklinde yazabilecegimizi gordik. -a;b € A ile
¢ > fla) ve d > f(b) gergeklenir. Bunlar ve
f’nin digbiikeyligi sayesinde a < z < b igin

(a<z <))

b—z T

—a
fz) < b_af(a) + b_af(b)
b=z - a

S e S

elde ederiz. Bu ise dogru parcasmin tamaminin
Ey’de kaldiginy, yani Ey;’nin digbiikey oldugunu
soyler.

Tersine f digbiikey defilse, dyle a,b € A
ve aralarinda bir g € 4 vardir ki

-z To —
Fao) > 7220 fla) + 202 p
gerceklenir. Bu esitsizlifin sag tarafina s diyelim.
c:f(a)f«}--ﬂ?—%—:—s- ve d= f(b)*i-ﬂ—@-g)—:—ﬁ

tammlayalim. Agkca ¢ > f(a) ve d > f(b)’dir;
yani (a,c) ve (b, d) noktalart E; dedir. {a,c) ve
(b, d) noktalarindan gegen dogruyu g fonksiyonu
ile gosterelim. zo ne olursa olsun
_b—a
Tb-a

b~ Zo
b—a
saglandiindan, s’nin tanimim kullanarak

o =— a

=1

b—a

b—a:g g — a
r——

g(%):"b—a b—ad
bz To ~ f(zo) —s
= s+ f(9302) -8 - f(x02)+3 < flzo)
buluruz.  Bu ise (a,c) ve (b,d) noktalarimi
birlegtiren dogru parcasmmin ¢ = zg’da, f’nin

grafiginde olan (zg, f(zo)) noktasimin altinda
oldugunu ve dolayisiyla bu dogru parcasmmn
tamaminm  Ey’de kalmadigini séyler; yani Ef
digblikey degildir. 0O

[iz]
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a,B > 0 ise ve f,g digbitkey fonksiyon-
larsa, af 4+ Bg de digbiikkey olur. Dolaysiyla
digbikey iki fonksiyonun toplami ile digbiikey
bir fonksiyonun pozitif katlan da digbiikeydir.
Ama carpunlar ve negatif katlar i¢in aym seyi
soyleyemeyiz.

Onerme 4. A C R bir aralik, f A —= R
digbtiikey bir fonksiyon ve a < ¢ < b, A’da nok-
talar olsun. O zaman

f(e) = f(a) _ F0) ~ o) _
c—a b—a

esitsizlikleri gerceklenir,

f@) - f(c)
b—c¢

Bu  onermenin geometrik - anlami” gudur:

= (a,£(a)), B = (5, (1)), C = (c, f(¢)) der-

sek, [AC]’nin egimi [AB] nin ‘egiminden kiigiik

veya ona egit, o da [BC]’ nin egiminden kiigiiktiir
veya ona esittir.

is;iat. f digbikey ve

e T i a
oldugundan, | |
16 = f(a) < =< f(a) + S22 50)
~ 1250 - 2= f(w)
= —f(@) + 5= 1)
= 2= (f(4) - £(a))

elde ederiz.. Buradan ilk esitsizlik qikar. Tkincisi
de buna benzer. 0

Simdi A acik bir aralik, e < ¢ <'b, A’da
noktalar ve f : A — R disbtikey olsun.

o) = f(@) - f(0)

T —C

(z €la,c)U(c,b]) k

fonksiyonunu tanimlayalm. Onerme 4’i z<c<
b tgliist ile kullamrsak, ¢’nin [a,¢)’de

F(b) — f(c)
T b—c

sayist ile distten sinirh oldugunu, Onerme 4’ bir
kez de x < y <. ¢ iglist ile kullanirsak, g nin
[a,c)’de artan oldugunu goriiriiz. Bu son iki
gozlem bize

fz) - f() _

i = eki
Jlim g{z) = ekiis P

z€fa,c)

FL(e)

limitinin varligim sGyler. Ayni gekilde

f(2) = ()

hm g(z) = ebas P

!
z€(c.b] =711(9)
limiti de vardir. Burada ekiis ve ebas sirayla en
kuguk ust siner ve en buyuk alt siner demektir.

Yukaridaki iki limit birbirine egit olmaya-
bilir. Ornegin g(z) = |z| fonksiyonu A
(—00,00)’da digbiikeydir, ama ¢4 (0) = +1 ve
¢".(0) = —1 verir. Bu fonksiyon ayrica digbiikey
bir fonksiyonun tirevli olmasinin gerekmedigine
de bir ornektir.

Simdi bir kez daha Onerme 4’ c—h < ¢ <
¢+ h tclusi ile kullanirsak

Fe) = fe—h) _ fleth) = fe—h)
h - 2h
L feth) - ()
buluruz. Ortadaki ifadeyi gormeszlikten gelir ve

h — 0 iken limit alirsak, f.(c) < fi(c) elde

ederiz. Tekrar Onerme 4’ten ve fi(a) nmn tan-
mindan

oy < 1O = @) _ 1) = 1)
EAORS c—a = b—c
yazariz. Simdi sag tarafin b — ¢t iken limi-

tini alirsak f% (¢) buluruz ve esitsizlikler korunur;
yani a < ¢ igin fi(a) < fi(c)’dir. fL icin de
ayn1 sey gecerlidir.

Sag ve sol tirevin elimizdeki ozelliklerin-
den gunlar1 da ¢ikartiniz:

M0I® < po <@ <o
&)= 1) 1o (z>c)

r—c

birlikte £ € A ve z # ¢ igin

f(@) 2 f(0) + fi(e)(z =)
verir ki bu z = ¢ i¢inde dogrudur. Benzer bir
sonug f7 (¢) ile de vardir.

Simdi toparlayalim:

Teorem 5. A agik bir arahk ve f . A — R
digbtikey olsun. O zaman f’nin A’nin her nok-
tasinda sag ve sol turevi vardir, bu tirevler artan
fonksiyonlardir ve bir noktadaki sag tirev ayni



noktadaki sol tiurevden kiigitk degildir.
ceAve flc) <m< fi(e) ise,

flz) 2 f(e) + m(z —c)

gecerlidir.

Ayrica

(x € A)

Son.esitsizligin  geometrik anlami sudur:
Agk bir arahktaki digbiikey bir f fonksiyonu-
nun. grafigi, grafigin ir noktasindan gecen ve
egimi, fonksiyonun o noktadaki sag ya da sol
evi olan dogrunun ist tarafinda kahr. Eger
lign bir noktasinda f tiirevliise, f’nin biitiin
iktaki grafigi, f’nin tiirevli oldugu noktada
[ min grafigine ¢izilen tegetin iist tarafindadir.
- Teorem 5’1 ispatlamaktaki amaclarimizdan
biri de suydu:

Teorem 6. A agk bir araik've f : A — R
disbiikey ise, f sureklidir.

Ispat. A'da a < z < y < b noktalarnm
Sag ve sol tirevin tamimlarindan ve

(derinden

file) < fi(z) < i(iz):—g_@

<L) < FL0)
elde ederiz. |f! (a)| ile |f~ ()| nin biyiigine M
divelim. f o zaman [a,b] arahgindan Lipschitz
sart: dedigimiz

[fly) = f(2)] < My — 2|
egxtsmhgxm saglar. Buradan y — z iken f(y) —
f(z) olur ve bu f’nin siirekliligi demektir. O

Bu teoremin gecerlilifi A’min agk ol-
masina baghdir. Ornegin, 4 =[0,1] ise ve f’yi
f(0) = 1 ve z € (0,1] iken f(z) = 0 diye
tammlarsak, f digbiikeydir fakat siirekli degildir.
Teorem 7. A acgik bir-aralik ve f 1 A — R
turevli olsun. f’nin A’da dighiikey olmasi icin

gerek ve yeter sart f’’nin A’da artan olmasidir.

ispat. f digbiikey ise sag ve sol titrevlerin artan
oldugunu Teorem 5’te soyledik. f’nin tiirevli ol-
mas1 halinde sag ve sol tiirevin 1k151 birden tlireve
esittir.

Tersine f’ artan olsun. - f digbiikey olmasa
A’da oyle a < ¢ < b noktalar buluruz ki

£e) > 1= fla

saglanir. Bu esitsizlik ise Onerme 4%iin ispatinda
oldugu gibi

fe) = fla) _ J() - £(c)

¢c—a b—c

KAPTANOGLU

egitsizligine denktir. Her iki tarafa Ortalama
Deger Teoremi’ni [2] uygularsak, dyle ¢ < z <
¢ <.y < b buluruz ki f'(z) > f(y) olur. Bu
ise varsayimimuzin aksine f’ azaliyor demektir.
Celigki f’yi digbtikey olmaya zorlar. O

Sonug 8. A agik bir aralik ve f : A — R iki kere
turevlenebilir olsun. f 'nin A’da dishiikey olmasi
icin gerek ve yeter sart A’da f" > 0 olmasidir.

Ispat f digbiikey ise, f’ artandir; dolayisiyla
f" > 0’dar.

Tersine A’'da f” > 0 olsun. a < b € ¥
ve t € (0,1) alahm ve ¢ = (1 ~ t)a + tb diyelim.
Ortalama Defer Teoremi'nden a < z < c <y < b
olacak gekilde 6yle z,y € Ave z < y oldugundan
ikisi arasinda. 6yle bir z vardir ki

f(e) = f(a) = F'(z)(c - a)
J®) = f(e) = f'(y)(b ~¢)
P = f'@@) = ")y - =)

yazabiliriz. u = (1—1¢)f(a)—tf(b)
lardan ve ¢’nin tanimindan ¢ikan
f()=u = (1=t)(f(c)~ f(a) =t(f(b)— f(c))

= (I-0)f(z)(c~a)~tf (y)(b—c)

= (1—-t)t(b—a)f’(a:)—(l—t)t(b»a)f'(y)

= (1=t)t(b—a)f"(z)(z~y) <0

esitsizligi f nin digbiikey oldugunu sdyler. o

dlyehm Bun-

Teorem 7 ve Sonug¢ 8 yardimiyla bircok
tanidik fonksiyonun digbiikey olup olmadigim
gosterebiliriz. Ornegln h(z) = e” ise, her gercel
z i¢in A’(z) = € > 0’dir ve dolaylslyla h,
R’de digbiikeydir. Buna kargit olarak f’nin tersi
olan ve (0, c0) araliginda tammlanan I(z) = Inz
fonksiyonu tamimlandigi higbir yerde digbiikey
degildir, ¢iinkii z > 0 iken I"(z) = —1/2? <
0’dir. p > 1 iken f(x) = zP fonksiyonu 4 =
(0,00) arahginda disbiikeydir, ¢iinkii bu aralikta
f(z) = pp — 1)zP~% > 0’dir. Benzer sekilde
polinomlar ve trigonometrik fonksiyonlar icin de
digbiikeylik araliklar: bulabiliriz.

C. Orta Nokta Digbiikeyligi

Tanim 9. A bir aralik ve f : 4 — R bir
fonksiyon olsun. Eger her a,b € 4 icin

f<a-2+b> < f(a)—;f(b}

saglamyorsa, f’ye orta noktada dighikey denir.

14
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Tanim 2’nin aksine ¢ sayws1 burada sadece
1/2 degerini alabilmektedir; dolayisiyla orta
noktada digbikeylik, digbiikeylikten daha zayif
bir kavramdir. Teorem 10°da gorecegimiz gibi
bu zayiflik stireklilikle kapatilabilic. Geometrik
olarak anlami, fonksiyonun grafiginde alinan her-
hangi iki noktayr birlestiren dogru pargasinin
orta noktasinin, fonksiyonu grafiinin aym diigey
dogrultudaki noktasindan agagida kalmamasidir.

Teorem 10. A bir aralik, f: A — R orta nok-
tada digbiikey ve strekli ise, f digbikeydir.

Ispat. {a;} (k=1,2,..)), A’da bir dizi olsun.
b= aj + as + as + a4 diyelim. Tanim 9’dan

b 1 ai +as 1 as -+ aq
f<2>f:v:f< 2 )*5]‘( 2 )

< FU(a) + F(az) + flas) + F(as))

ckar. Boylece tiimevarnimla, 2% seklindeki her n
icin,

ay+---+ 1 ~
() <L+t () ()
oldugunu gosterebiliriz.
Simdi (%)in dogru oldugu bir-n = N

alalim.

(ar+ -+ an_1)

INENTT

diye yeniden tanimlarsak, sirayla

1
aNZJ‘V'(a1+"'+aN)

flan) ;f<___ﬁ___a1+~&+aN)

IA

%/-(f(al) + -4 flay-1)) + ']%[—f(aN)

elde ederiz. Bunu f(ay) icin ¢ozerek-

flon) < 5y (@) + -+ S(aw)

buluruz. Buise (*)’mm n = N —~ 1 igin de dogru
oldugunu soyler. Dolayisiyla (), her pozitif tam-
say1 n igin gecerlidir.

Son olarak 0 < k < n tamsayilar ve
a,b € A olsun. (x)’da ilk n —k noktay1 a, kalan
k noktay: da b olarak alirsak,

(2204 26) < M- 0y sta) + k10)

n

* yazabiliriz.

yazabiliriz. Bu ise 0 < s < 1 saglayan her rasyo-
nel say1 s igin

F((1 = s)a+sb) < (1—s)f(a) +5f(b)

olmasi demektir. 0 < ¢ <'1 bir gergel say1 ise, ona
yakinsayan {sj} rasyonel say1 dizisini bulabiliriz,
ve son esitsizligin sag tarafi agikca (1 —¢)f(a) +
tf(b)’ye yakinsar. f sirekli oldugundan,

klilvgo f((1=sy)a+spb) = f(kli{&((l_sk)G‘}‘Skb)))
= F(L~t)a+ )
< (1=1)f(a) +1£(6)

Bu ise Tamim 2’deki esitsizlikten
bagka bir gey degildir. a

D. Jensen Egitsizligi

Matematikte ¢ok bilinen ve kullanilan
esitsizliklerin bir¢ogu ashinda Jensen egitsiliginin
degigik digblikey fonksiyonlarla kullanilmasindan
elde edilir. Bu, digblkeylik kavramunin ne kadar
temel bir-kavram olduguna isarettir. Asagida
sagirtici birkag ornek verecegiz. Oneminden do--
lay1 Jensen egitsizliginin iki ayri geklini veriyoruz.
Bu iki gekil aslinda birbirinden ¢ikarilabilir.

Teorem 11. A acik bir aralk ve f : A — R
disbiikey olsun. ty + ---+1, = 1 olacak sekilde
pozitif sayilar ve z; < -+ < z, € A alalim. O
zaman

f(%zn::l‘ikwa < étkf(mk}

saglanir. Esitligin saglanmasi igin gerek ve yeter
sart f’nin [z, z,] araliginda bir dogru olmasidir.

ispat. p=tizy+iyxs+ -+ t,z, dersek,

p 2 tizy e+ gz,
= (tl + - "}’tn)mn = In

ve. benzer sekilde p. > z;- buluruz.
A’dir. Teorem 5’ten her zy igin

Yani p €

fz) > f1.(p)(zx = p) + f(p)

oldugunu biliyoruz. Bu egitsizligin her iki tarafim
tr ile carpar ve sonra k = 1’den k = n’ye kadar



toplarsak,

Yotf(a) < Fap) Ytz —pfi(p) Dt
k=1 : k=1 k=1

+I®) )t
k=1
=pfi(P) - pfip)+ flp)

_ f(g bt ) |

elde ederiz: n  uzerinde tiimevanm kulla-
narak degigik bir ispat verebilirdik.  Esitlik
hali ile ilgili iddiay1 da disbiikeyligin tammindan
sonra verdigimiz geometrik agiklamadan rahatca
goririz. ’ » ]

Teorem 12. g :[e,d] — (a,b) stirekli ve f :
(a,b) — R dighiikey olsun. O zaman

(gt [ o) < 7 / ot
saglanir. ‘ | -

ispat. Teorem 11’in ispatma. benzer gekilde

1

Td-¢ ¢

d
D g(z)da

dersek, gene @ < p < b olur. Teorem 5’ten
cher y € (a,b) i¢in f(y) > f(p) + fi(p)(y — p)
oldufunu biliyoruz. y = g(z) alrsak f(g(z)) >
fp) + fi(p)(g(z) — p) buluruz.  Simdi bu
esitsizlifin her iki tarafinin ¢’den d’ye integralini
alirsak, ‘

rd d d
| o)t 2 50) [ de+ 1) [ ote)de

d
L) / da

= fp)(d~ ) + fi(p)p(d — ¢)
= pfi(p)(d—c)

< (d-c>f(a3_—-c~/fg<w)dx)

cide ederiz. Artik her iki tarafi d = ¢’ye bolmek
vetecektir, : 0

Bu ve bundan sonraki integralle ilgili
arda ashinda integrali alinan fonksiyonun
1i olmasi, tanim kiimesinin bir arahk, hatta
el sayilarin bir altkiimesi bile olmasi bile

an

30
i
k3

sl
.8
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gerekmez.  Uzerinde integral alinabilecek bir
kiime ve integrali tanimlanabilecek bir fonksiyon
yeter. .

Simdi Teorem 12’de f(z) = e® = expz
alirsak, [0,1] aradifinda taniml siirekli bir ¢
fonksiyonu i¢in

1 1
exp/ g(z) dng eI d,
0 0 .

va da h(z) = 9% yazarsak g(z) =
olacagindan,

In h(z)

1 1
e’xpf Inh{z)de < / h{z)dz-
a 0 :

buluruz.

tr=tg= =1, :% alir ve fle) =¥
Teorem 11°de kullanirsak

1 ~ 1
n n
ya da y = e®* ‘yazarsak zp = Inyp olacagindan;
(y1--yn)/™ = explnys - -ya) /"
1
= exp ("‘hl(yl "’yn>>
n

1
= exp (E(lnyl + - ~+lnyn)>

1
S;(y1+-~+yn)

elde ederiz. Bu ise aritmetik-geometrik ortalama
egitsizligidir. n =2 aldifimizda iyi bildigimiz

Y1+ Y2
VY < 5

sekline girer. Teorem 12’de biitiin 4 Teri esit
almak yerine her birini pogzitif ve toplamlan 1
olacak gekilde segersek, aritmetik-geometrik or-
talama esitsizliginin daha genel hali olan

YU <t tays
egitsizligini de buluruz [4].
Teorem 11'i bu kez f(z) = e~% digbiikey
fonksiyonu ile kullanacak olursak, yukaridakilere
benzer iglemlerden sonra

1

——.—__.____.__.___<yt‘...yt"
Loy .4 lp =YL 0
P

esitsizlifini buluruz. Bu, n = 2 ve esit i ler ile

2
_L+i. g VY1Y2
Y1 Y2

6]
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bi¢imine girer. Son iki esitsizgligin sol tarafina har-
monik ortalama denir [4]. ;

Harmonik, geometrik ve aritmetik ortala-
malarin arasindaki bagintilarda esitlik olmasi igin
Teorem 11’de soylendigi gibi f(z) = e ve f(z) =
e”® fonksiyonlarimn [2;,z,] aralifinda dogru
vermesi sarttir. Bu da ancak ;1 = ¢y = - =z,
iken mimkiindiir. Dolayisiyla verdigimiz ii¢ cesit
ortalamanin birbirine egitligi ancak biitiin sayilar
birbirine esgitse olusur.

Bu dergide baska yazlardaki [1,3,6] banm
esitsizlikler de Jensen esitsizliginde uygun digbi-
key fonksiyonlar secilerek elde edilebilir.

E. Holder, Cauchy-Schwarz ve Minkovski
Esitsizhikleri

Digbiikey fonksiyonlardan soz ederken ¢ogu
kez toplamlari 1 olan iki pozitif say: kullandik.
Bu iki sayiy: biraz daha 6zel segebiliriz: p ve ¢,
toplamlar: ve carpimlari ayni, yani p + ¢ = pg
olan pozitif iki gergel say1 olsun. Bu sart

L1,

p 9
olmasy demektir. - Boyle secilen p ve g¢’ya bir-
birinin eglenifi denir.  p ve ¢ eslenik iseler,
1 < p,¢ < o olacag agiktir; Obiir tirlt birinin
negatif olmasi gerekirdi. Eglenik iki sayidan
birinin smirsiz artmast digerinin 1’e yaklagmasim
gerektirir. Fakat oo bir gercel say1 olmadigindan
dolay1 p = 1 ya da ¢ = 1 almayacagiz. Onemli
bir 6zel durum, p = ¢ = 2 simetrik halidir.

Agafidaki teoremlerde segecefimiz sayilar
ve fonksiyonlar ger¢el veya karmagik degerli ola-
bilir. Duruma gore |-|, mutlak deger veya modiilii
gosterir. =~ Pozitif sayilar veya fonksiyonlar igin
tabii ki || kullanmaya gerek kalmaz.

Teorem 13.. 1< p < 0. ve ¢, p’nin eslenigi
olsun; ai,...,an ve by,..., b, sayilar

k=1 k=1 k=1
esitsizligini saglar. Buna Hilder egiisizligi denir.

ispat. Sayilardan sifir olanlari toplamlara katki-
lari olmadiklarimdan atilmig kabul edelim. Goste-
recegimiz egitsizligin sagindaki iki ¢arpana sirayla
A ve B diyelim. Agik¢a 0 < A, B < co’dur. O
zaman ¢; = az/A ve dy = by/B tamimlamamiz-
da sorun ¢ikmaz; ¢ ve di’ler de 0’dan farkhidir.

Ustelik

i]ck[p = i ]dkiq =1
k=1 k=1 .

saglanir. Ustel fonksiyon (0,c0) arahindaki her
degeri aldigindan, her k’ye karsihk cp| = e*/?
ve |di| = e'*/9 gercekleyen sp ve t, pozi-
tif sayilarim bulabiliriz. "p ve ¢ eglenik olduk-
larindan tstel fonksiyonun digblikeyligi

Sk ik> 1 1,
exp| — + — | < =k 4 —e'F ok
p(? 9/ " p q (x+)

verir. Bu ise
1 1
lexl Jdil < =lexlP + =|di|?
r q
demektir. Bu iglemi her £ = 1,...,n i¢in yapip
toplarsak

Do lerlldel < =D ferfP 4+ =3 fdif?
k=1 » pk:l ‘ q}c:l
:»1-—+£:1
P g

elde ederiz. c; ve di ’nin tanimini hatirlarsak is-
pat biter. a

) Holder esitsizliginin de integral hali vardir.
Ispatini, Teorem 13’unkine ¢ok benzer oldugun-
dan vermiyoruz.

Teorem 14. 1 < p < o ve ¢, p’nin eglenigi
olsun. Bir [a,b] arabfinda tamml f,g siirekli
fonksiyonlar

b .
/a |£(2)g(2)] dz,

<(/ P dm)l/p ( / @) dm)w

esitligini saglar. ‘
2 halinde Holder esitsizligi
Mutlak

p=9q=
Cauchy-Schwarz egitsizliji adim alr.
degerin temel 6zellikleri olan

iakbk < i‘ laxb]
b = k:;
l[g f(z)g(z) de SL 1£(2)g(e)| dz

esitsizlikleri ile birlegtirildiginde, iki vektorin i¢
carpimuun mutlak degeri en fazla vektorlerin boy-
larimin ¢arpimi kadardir anlamina da gelir.

[17]



incelersek, Teorem 13’te esitligin
st igin (**)’da her k i¢in esitlik ol-
ini gortruz. Ortalamalardaki esitlik
gili agklamalardan, bunun ancak her
sz = i3 olmasi ile miimkiin oldugu or-
Bu ise her k icin [efP = |dg]? ol
emektir. Sonug olarak Holder sitsizliginde
n var olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart
igin |ag[P/|be|? = C gercekleyen sifirdan
1 bir C saywsiun varhifidir.  Integralli du-
la ise esitlik i¢in gerek -ve yeter sart her
[a,8] icin |f(z)|P/|g(2)|? = C gergekleyen ve
r olmayan bir C sayisinin varhgidir. Cauchy-
hwarz egitsizliklerinde egitlik i¢in saglanmas:
gerekenler |agl/|by] = C veya [f(2)|/]g9(z)] = C

=
S
ES

eklinde yazilabilir.

i

Teorem 15. 1 < p < oo olsun. aj,
b1...., b, saylan

L., Gn Ve

n

(;ﬂau ¥ wkl)‘”)f/p
(Z o) " + (% et "

k=1 .
esitsizlifini saglar.  Buna Minkovski esitsizligi
denir,
f{spat. Gene once 0’lart atmakla ise baslayalim.
O zaman biitiin toplamlar 0 ile co arasindadir.

(i) + 16e])? = la|(Jar] + B&])"
+ 10kl (fax] + b ])"

vazip toplar ve sagdaki terimlere ayn ziyrl Holder
egitsizligini uygularsak,

n

D lal(lax] + bel)?

k=1
< (kz ol " (;(iakl + rbko“’*”) "

ve bunun ay ile by ’nin yeri degistirilmis halini
elde ederiz. Burada ¢, p’nin eslenigidir ve bu
vizden (p—1)q = p olur. Elimizdekileri toplarsak

‘?‘Oakﬂbk; (Z(rakuwk )q

(&) ()

7? ﬂamz Simdi her iki tarafi sagdaki ilk ¢arpana
sler ve 1'— 1/¢ = 1/p oldugunu kullamrsak
digimizi elde ederiz. O
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Teorem 16. 1 < p < oo olsun.  Bir [a,b]
aralifinda tamml f, g siirekli fonksiyonlar:

( /a”(l.f(a:‘)( @) » o
: (/ab |f (@)l dx)l/p+ (/ab §g($)}pdx)1/z>

esitsizligini saglar.

Minkovski - egitsizligi. de mutlak degerin
temel ozellikleri olan

lag + 0 < (lag] + Be])”
[f(@) + g(2)I" < (1f ()] + lg(=)])"

egitsizlikleri ile birlestirilebilir. p = ¢ = 2 halinde
iggen esitsizligin elde ederiz. Yazimin bagindaki
tggen esitsizligiyle iligkiyl kurmak igin, bk "leri
—by ler ile degistirmek yeter.

Minkovski esitsizliginde esitlik halini ince-
lemek icin, ispatinda kullamlan Holder egitsiz-

" liklerinde esitlifin hangi durumlarda olacagina

bakariz. Buradan elde edilen gerek ve yeter §art
her k ic¢in veya her © € [a,b] igin lay|/[bx| =
veya |f(z)|/|g(z)] = C gergekleyen sifirdan farkh
bir C' saywsinin varhigidir.

Yukaridaki esitsizliklerden bir kismi bu
dergide daha nce de yayimlanmisti [5]. Ama bu-
rada daha genel hallerini verdik ve dayandikian
temel noktanin digbiikeylik oldugunu gosterdik.
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