6. N ile pozitif tamsayilar kiimesini gostere-
lim. Her m,n € N igin

m|n<= f(m) | f(n)

PROBLEM SEMINERLERI

kogulunu saglayan ve orten olan tim f: N — N

fonksiyonlanm bulunuz.

28 Subat 1996°dan itibaren yapilacak olan
Matematik Problem Seminérleri’nde, problemlere
dogru ¢oziim sunan katilmcilara gesitli odiller
verilecektir. Odile hak kazanabilmek i¢in, yazh
ve tam c¢ozumlerin, ilgili problem seminerinin
baslamasindan once, postayla ya da elden Prob-
lem Semineri Grubu'na iletilmig olmasi gerek-
mektedir. Coziimlerin iletilecegi mektup adresi
soyledir: TUBITAK, Bilim Adam Yetigtirme
Grubu, Matematik Problem Seminerleri, Atatiirk
Bulvari, No. 221, 06100 Kavaklidere, ANKARA

Her seminerdeki doért problem sirayla 1,
2,3 ve 5 puan degerinde olacaktir. Her
dogru ¢oziim igin problemlerin zorluk dereceler-
ine gore degisik odiller verilecegi gibi, bir donem
boyunca yapilacak yedi problem seminerinde
aldiklar: toplam puana gore ilk ¢ siray1 elde eden
katilimeilara, toplam puanlart 30’un istiinde ol-
mak koguluyla, ayrica donem odiilleri verilecektir.

Odiile hak kazananlann isimleri Bilim ve
Teknak dergisinde ilan edilecek, ilging ¢dziim
ve yaklagimlar her donem sonunda yayinlanacak
olan Problem Semineri Kitabi’na almacaktir.

Problem Semineri 95/10, 8 Kasim 1995

1. a,b aralarinda asal pozitif tamsayilar ise,
.L.l. + .%.EIL + wels + ..__.‘..._*(b — l)a
b b b
b 2b —
- H " [__} - {L‘L.EX’.]
a a a

1
= 5((1 -1 ~1)

oldugunu gosteriniz. (x gergel sayist igin, [z]
ile x’ten biyik olmayan en biiyik tamsayiy:
gosteriyoruz.)

2. a ve b aralannda asal pozitif tamsayilar
olsun. z ve y negatif olmayan tamsayilar olmak
lzere, az + by bigiminde yazilamayan en biiyik
pozitif tamsayiy1 bulunuz.

3. Tek kisilik bir oyunda; a- > b pozitif
tamsayilar-olmak uzere, oyuncu, oyunun her oy-
nammndan sonra, ya a ya da b puan almak-
tadir. Oyun istenildigi kadar yinelenebilmekte ve
toplam puan, oyunun her seferinde alinan puan-
larin toplami olarak hesap edilmektedir. Toplam
puan olarak elde edilemeyen tam olarak 35 pozi-
tif tamsayinin bulundugu ve bu sayilardan birinin
de 58 oldugu bilinmektedir. a ve b’yi bulunuz.

4. a, b ve ¢, herhangi farkh ikisi aralannda
asal olan pozitif tamsayilar olsun. z,y, z negatif
olmayan tamsayilar olmak tzere, zbc + yca +
zab bi¢iminde yazilamayan en biiyiik tamsayinin
2abc — ab — be — ca oldugunu gosteriniz.

Problem Semineri 95/11, 22 Kasim 1995

1., Duzlemde herhangi ig¢ii dogrudag ol-
mayan yedi nokta verilmis olsun.  Bu nok-
talar birlegtiren dogru parcalarindan bazilanm
kirmiziya, bazilarini maviye boyuyoruz. Boyan-
mamuig hichir dogru par¢asi kalmadig: gibi, bu
yedi noktadan herhangi fi¢ini birlestiren dogru
par¢alarindan en az biri kwmiziya boyanmiyor.
En az ka¢ dogru parcasimin kirmiziya boyanmast
gerektigini bulunuz.

2. Duzlemde herhangi ti¢ii dogrudas olmayan
n nokta verilmis olsun. Bu noktalari birlestiren
dogru parcalarindan bir bdlimini kirmiziya,
bir bolimiini de maviye boyuyoruz: Bu islem
sonucunda, boyanmamus higbir dogru parcasi
kalmadig: gibi, biitlin kdgeleri baglangictaki nokta
kumesine ait ve biitin kenarlan kirmiziya bo-
yanmig hicbir ti¢gen de olugmuyor. En fazla kag
dogru pargasinin kirmiziya boyanmasi gerektigini
bulunuz.

3. Tavan ve taban yiizeyleri A; AsAsAsAs
ve By By B3 B,sBs besgenleri olan bir prizma veril-
mis olsun. Bu iki besgenin kenarlarnm ve [4;B;]
(7,7 = 1,2,3,4,5) dogru pargalannt ya kirmizi
ya da maviye boyuyoruz. Bu boyama sonucunda,
koseleri prizmanin koseleri olan ve tiim kenarlan
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renge boyanmig hi¢bir iiggen olusmuyorsa,
n ve taban besgenlerinin' tim kenarlarinin
ayn: renge boyanmig oldugunu gosteriniz.

4. Uc boyutlu uzayda herhangi dordil aym
duzlem Ustiinde bulunmayan dokuz nokta ver-
tmig olsun.  Bu noktalari birlegtiren dogru
pargalarindan  bazilarimi  kirmiziya, bazilarm
maviye boyuyor, bazilarim1 ise boyanmadan
birakiyoruz.  Mavi ya da kirmuiziya boyanmig
dogru. parcalarinin sayisini - n- ile . gosterirsek,
n'nin, bu boyama iglemi nasil yapilirsa yapilsin
mutlaka tlim kenarlar1 ayni renkte ve biitiin
kogeleri baglangictaki nokta kiimesine ait bir
Uggenin olusmasimi zorunlu kilan .en kiiciik
degerini bulunuz.

Problem Seémineri 95/12, 6 Aralik 1995

Bir ABC  li¢geninin. kenar uzunluklar
a,byec; [BC], [CA] ve [AB] kenarlarimn orta
noktalari sirayla M, N, P; BAC = a, AMC =
6o, BNA = [oTa C'PB = ¢c, "= alan(ABC);

ve n.> 1 i¢in
a?n £ p2n T on
—_— = K,
(45)
olsun. Verilenlere gore asafidakileri is
1. a?=b0"+c®>-4Scota.

patlaymiz:

2. cot? ¢, + cot? ¢y + cot?é, = Ky —1.
1 1 1 -
3. - + — + — = K+ 2.
sin¢, sin’¢p  sin? oc
4. Her pozitif n tamsayis: icin her i¢gende

K, > 31-7/2jr.

Problem Semineri 95/13, 20 Aralik 1995

Asagidaki sorularda R gercel sayilar; R+
pozitif gercel sayilari, Q rasyonel sayilar, Q¥
pozitif rasyonel sayilari; Z tamsayilarive N = Z*
pozitif tamsayilar gostermektedir.

1. Asagidaki kogullan saglayan tiim f: N —
N fonksiyonlarini bulunuz:

(a) Bger z < y ise f(z) < f(y) dir.

(b) Her z,y € N icin f(yf(z)) =
22 f(zy) dir.

20 Foile tim f ¢ Z0 - R fonksiyonlarinin
kimesini gosterelim. A = {f € F: f(0) # 0 ve
her myn € Z igin f(n)f(m) = f(n+m)+ f(n -
71} }-olsun.

(a) f(1) = % olan tiim f € A fonksiyon-
larmy bulunuz.

(b) f(1) =

amnrbulunuz.

v/3 olan tiim f E A fonksiyon-

3. o ve B gercel sayilar olmak lizere, her z,y
pozitif gercel sayilari igin

@) f(y) = y‘*f(%) + m"f(g)

kogulunu saglayan tim f : Rt — R fonksiyon-
larim bulunuz.

4. Her z,y € Q+ icin flzf(y)) = f(z)/y
kogulunu saglayan tim f: Q% — Q7 fonksiyon-
lar1 bulunuz.

Problem Semineri 96/1, 10 Ocak 1996

1. Bir ABC iigcgeni ile aym diizlemli ve B, C
noktalarindan gecen O merkezli ¢cember verili-
yor. = B ve. C noktalarindan sira ile BA ve
CA dogrularina ¢izilen dikmelerin kesistigi nokta
D olsun. D’den B(C’ye ¢izilen dikmenin AQ
dogrusunu kestigi nokta ile A noktasinin O nok-
tasina gore simetrik oldugunu kanitlaymz.

2. Diizlemde bir S ¢emberi ve bir A noktasi
verilmig olsun. Merkezi S iizerinde bulunan ve
A noktasindan: gecen gemberlerden birbirini dik
kesenlerin kesigim noktalarmm geometrik yerini
bulunuz: e

3. Bir cember izerinde verilmig farkh alta

: ini segerek, bunlarmn olustur
dugu fggenin agirhk merkezi ile geri kalan dic
n nin belirledigi i¢genin ortosantrindan gegen
dogruyu cizelim. Alt1 noktadan tgii 20 defisik
bigimde segilebilecegine gore, bu sekilde 20 dogru
elde edilecektir.. Bu dogrularin aym noktadan
gectifini gosteriniz.

4. Kenar uzunluklan a,b,c,d olan bir
ABCD tegetler dortgeni verilmis olsun. P&
[AB], Q € [BC], R€[CD] ve S € [DA] nokta-
larinin agagidaki kosullari saglayabilecek sekilde
segilebilecegini gosteriniz:

(i) P,Q, R, S noktalarindan bir § ¢emberi
geger;

(i1) kenar uzunluklari yine a,b,¢,d olan
herhangi bir A’B'C'D' dortgeni aldigimizda,

[PAl_ |PPA|QB] _ |Q'B]
[PBl — |PB]TJQC| T |QICT
|RC| _ |R'C'|  |SD| _|S'D/|
[RD| " [RD]  [SA] " |54

esitliklerini saglayan P’ € [A'B'], Q' € [B'C'],

"€ [C'D'} ve S’ € [D' A’] noktalarindan da yine
yarigapl ¢’min yarigapiyla aymi olan bir cember
geger.
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Problem Semineri 96/2, 28 Subat 1996

N pozitif tamsayilar kiimesini gostermek
tzere, (F,) Fibonacci dizisi, Fo =0, Fy =1 ve
her n € N i¢in Fr1 = F,, + F,,—1 olacak sekilde
tamimlanmaktadir.

1. (a) w = :(V5+1) olmak iizere, her n € N
igin w" = Fhw + Fy.1 oldugunu gosteriniz.

(b) Her m,n € N igin,

Fm+n = FpnFn+ Fan—l + Fro1 Py

oldugunu gosteriniz.
2. p bir asal say1 olsun. ;

{(a) p | Fr olacak gekilde bir & € N
oldugunu gosteriniz. m(p) ile bu kogulu saglayan
en kiigiik pozitif tamsayiy: gosterelim.

{b) n negatif olmayan bir tamsay1 olmak
tzere, p | F,, olmas: igin gerek ve yeter gartin
m(p) | n oldufunu gosteriniz.

3. p bir asal say1 olsun. m(p) sayis: ¢ift ise
. {a) p # 13 (mod 20) veya p ;‘é 17
{mod 20) oldugunu ve

(b) p -3 (mod 20) ya da p = 7
(mod 20) olmasmm Frp)-1 = —1 (mod p) ol-
masin gerektirdigini kanitlayiniz.

4. Fibonacci dizisinin Fy = 0, Fy = 1 ve
Fyy = 144 diginda tam kare olan bagka higbir ter-
iminin bulunmadigin kamtlayimniz.

Problem Semineri 96/3, 13 Mart 1996

1. Bir kiire, bu kiire listiinde bir ¢ember
ve bu kiire iistiinde bulunmayan bir P nok-
tas1 veriliyor. - P ‘noktasi ile verilen ‘cembere
ait noktalari birlegtiren dogrulann, kiireyle ve-
rilen ¢ember disinda kesistikleri noktalarin, yine
kiire Ustindeki bir ¢ember tzerinde bulunacagim
kanitlayiniz.

2. Bir doryuzliniin iki aykirr  kenarinin
orta noktalarindan gegen herhangi bir diizlemin,
dortytizliyu esit hac1mh 1ki parcaya ayiracagini
kanmitlayimz.

3. Bitin yuzleri e§kenar dortgen olan ve
kogelerinden yedi tanesi bir kiire tstiinde bulu-
pan bir altiyuzlii veriliyor. Bu altiyizlinin geri
kalan sekizinci kdgesinin de aynt kiire iistiinde bu—
lunmasi gerektigini gosteriniz. :

4. Bir kiire ve bu kiirenin ‘i¢inde yer alan
bir P noktasi veriliyor. P noktasindan gkan
ve birbirlerine  dik olan igin tgliilerinin kire ile
kesistikleri noktalarin belirledigi dizlem tstiinde
P noktasimin dik 1zdu§umlermm olugturdugu ge-
ometrik yeri bulunuz.

Problem Semineri 96/4, 27 Mart 1996

1. 18 takimli bir futbol liginde her takim her
hafta tam olarak bir mag yapmaktadir. Sekiz haf-
talik bir donem boyunca herhangi iki takim en
fazla bir kez kargilagmigsa, bu dénemin sonunda
herhangi ikisi aralarinda mag¢ yapmamig en az ti¢
takimin bulundugunu gosteriniz.

2. 1024 tenis¢i ustaliklarina gore iyiden
kotilye dogru 1,2,...,1024 sayilar ile dere-
celendiriliyor. Ustalik - dereceler1 “arasindaki
fark ikiden bitylik olan herhangi iki tenisgl
kargilagtifinda, derecesi kiiglik olan digerini mut-
laka yenmektedir. = Bunun digindaki durum-
larda ise, her iki tarafin' da oyunu kazan-
mast mumkiindiir.  Bu 1024 tenis¢i arasinda
diizenlenen eleme usuli bir turnuvada, onuncu
turda oynanan final mag sonunda sampiyon belli
olmaktadir. Sampiyonun ustalik derecesinin en
fazla kag olabilecegini saptayniz.

3.k tanesi Avrupa’dan olmak tizere toplam
20 dlkenin - katildigi tek devreli ve lig usuli
bir diinya futbol sampiyonast yapilmaktadir.
Yalnizca Avrupa takimlarinin kendi aralarindaki
maglar dikkate alinarak Avrupa sampiyonu,
biitiin takimlar arasindaki karsilagmalara gore de
diinya sampiyonu belirlenmektedir. . Her macta
galibiyet 2, beraberlik 1, maglubiyet ise 0 puan
getirmektedir. Sonugta Avrupa sampiyonu olan
takimin toplam puammn bagka hi¢bir takimmn
toplam puanna esit olmadig: bilinmektedir. Bu
sampiyonada

(a) higbir magin beraberlikle sonuglanma-
digy, ‘

(b) bazi maglarin berabere bittigi
durumlar i¢in ayr ayr, Avrupa sampiyonu olan
takimin dinya sampiyonasinda sonuncu olmasi-
nt mumkin kilan & degerlerinden en biyuginu
bulunuz.

4. Tek devreli ve lig usulii yapilan bir hent-
bol turnuvasinda, her magta galibiyet 2, beraber-
lik 1, maglubiyet 0 puan getirmektedir. Turnu-
vanin sonunda, turnuvaya katilan takimlarin bog
olmayan her altkiimesi i¢in, bu altkiimeye dahil
takimlarla yaptigl maclarda tek sayida toplam
puan kazanmig en az bir takimin bulundugu go-
riilmistir. (Bu takimin kendisinin verilen alt-
kimeye ‘dahil oldugu durumlarda, toplam puan
dogal olarak bu takimin kendi digindaki takim-
larla yaptigi maclarda kazandifi toplam puan
olarak yorumlanmaktadir.) Bu turnuvaya katilan
takimlarin sayisimin ¢ift oldugunu kanitlaymiz.
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Problem Semineri 96/5, 10 Nisan 1996

Her n > 1 tamsayisim, pi,...,p; farkh
sayilar ve ‘ai,...,@; pozitif tamsayilar ol-
uzere, tek tirli n = pf* .. .pf* olarak yaz-
abiliniz.  P(n) ile {p1,...,p:} kiimesini, E(n)
e de a3 + -+ + oy sayisimi gosterelim. Ayrica
1) = 0 ve E(1) = 0 olsun. Bir n pozitif
msayisina, agagidaki kogullari saglayan k > 0,

e >0 10F > b > 0 tamsayilan varsa bir LB
sayist diyecegiz: :

(1) n=10%a + b;;
(ii) P(n) = P(a)U P(b);
(iii) E(n) = E(a) + E(b).

1. n < 100 pozitif bir tamsay1 ise, »’nin bir
LB sayist olmadigim gosteriniz.

2. 1000’den kiigik tiim LB sayilarmi bu-
lunuz. »

3. Eger n bir LB sayisiise ve n’nin tam
olarak d rakamh bir asal carpani varsa, n’nin tam
olarak 2d + 1 rakaminm bulundugunu gdsteriniz.

4. - Bir LB sayisina bagka bir LB sayisimn
10 kat1 degilse ilkel diyecegiz. Sonsuz sayida ilkel
LB sayisimin bulundugunu: gosteriniz.

COZUMLER
Problem Semineri 95/9

1. n asal defilse, 1 < ni,ny ve n = nyns
olacak sekilde n1,ny tam sayilar: bulunur.
z™ alirsak,

u=

p(x)=1+z+---+z"‘1=%§x—
=@ (T )
olur.
Simdi de  n’nin--asal  oldugu - duruma

bakalim. p(z)’in indirgenebildigini farzedelim. O
zaman p(z + 1) de indirgenebilir. Ote yandan

=L ()

k=1

plz+1) =

olur: n asal, n | (Z) (k=1,...,n=1), n?%} ('11)
ve n4(7) oldugundan, Eisenstein kriterine gore
plz +1), dolayisiyla da p(z) indirgenemez.

: 2. Polinomun tamsayilar tistiinde indirgene-

bildigini farzedelim. O zaman p(z), 2 moduna
bére de indirgenebilir ve ¢arpanlarindan birinin
birinci ya da ikinci dereceden olmasi gerekir. Bu
- durumda p(z)’in 2 moduna gore ¢arpanlarindan

biri z, z+ 1 yada 2?4+ z + 1 olur. Oysa

p(z) =23z = D)(z?+z+1)+1
a?(z+1)(z2 4+ 2+ 1)+ 1 (mod 2)

oldugundan, bu olanaksizdir.

3. p(£1) # 0 ve p(£3) # 0’dir. Dolayisiyla
p(z)’in katsayilarn tamsayilar olan birinci derece-
den bir ¢arpan yoktur. Simdi 2 <k <n—2 ve
ag,...,ag ile by, ..., b,_; tamsayilar olmak tizere

p(z) = (akxk + . dagz+ ao)(bn_.ka:"_k
+ bz 4 bo)

oldugunu farzedelim. O zaman agby = 3 olur.
Genelligi yitirmeden 3 | ap ve 3 t by oldugunu
kabul edelim. Ote yandan ai,...,a; sayilarinin
hepsi 3 ile bolunemeyecegmden, 3] a (1 =
0,...,t — 1) ve 3t a; olacak sekilde bir.t €
{1,...,k} vardir. Ancak 1 <t <k < n-2
oldugundan, asbg + a;_1b; + - - + agh; = 0 olur.
Burada 3 {a;bg ve 3| a;ib; (i=1,...,) olmas:
bir geh§k1 yaratir.

4. zo+ma+n = (224az+b) (23 +ca? +d1:+e)

oldugunu varsayahm. Katsayllarl kargllagtlrarak

n +(4am—llas)n+a2(m+a4)(4m—-a) 0

elde edilir. Doia& sivia

7=

i (116° = dam =+ 5a%v/5a4 — 4m>

B b
e,

olur. n’ nin tamsayi olabilmesi i¢in; 5a* - 4 =
2% olacak sekilde bir z tamsaylsl bulunmalidir.
m = %1 olduguna gore, 2? = 5a* = +4 olur.
Burada z _‘az, y = 2(x +z) donugumlenm
yaparsak, y% — zy — 2% = %1 esitligini elde ede-
riz. Bu denklemi saglayan tamsayilar Fibonacci
sayilandir. Ote yandan, tam kare olan Fibonacci
sayilart 0, 1 ve 144’tiir. Dolaysiyla z =0, z =1
yada z=144"tir. 2 =0ise, m=—1 ve n =0
olur. Bu durumda z° + mz + n = 2% — z poli-
nomunun birinci dereceden carpami vardir. Bu
nedenle z = 1 ya da z = 144, yani a = %1 ya
da a = £12’dir.

m = 1 durumunda, a = +1 ise, n = +1
yada n = 6 olur; a = £12 ise, n icin tam-
sayi ¢ozim bulunmaz. m = —1. durumunda
ise, a = =1 i¢in, n = 0.ya da n = =+15;
a = %12 igin de n = £22440 ya da £2759 640
olur. Ote yandan n = 0 digindaki tim du-
rumlar i¢in ‘2% + me + n polinomunun ikinci ve
lglincii - dereceden ¢arpanlarimin indirgenemedigi
kolaylikla goriilir.



