PROBLEMLER VE COZUMLERI

o

ALISTIRMA PROBLEMLERI

A126. 32n ~ 7 = m? kogulinu saglayan

sonsuz ¢oklukta (m,n) tamsayi ¢ifti oldugunu

gosteriniz.

A127.  Cevresi bir birim olan ikizke-
nar tiggenlerden alani en biyiik olani bulunusz.
(Burhan Bursevi)

A128. ki merkezli bir ABCD dortge-
ninin alan1 S, kosegen uzunluklar e ve f ise,
ef > 25 egitsizliginin saglandifin1 ve esitligin
ancak ABCD harmonik bir dortgen ise gecerli
oldugunu gosteriniz. (Dinger Akay)

A129, Her noktada turevli ve her z,y € R
icin' flz +y) = f(&) + fly) + zy ozdesligini
saglayan butin f : R — R fonksiyonlarimi bu-
lunuz.

A130. Bir ABC {i¢geninin ¢evrel gember
merkezi O, yarigapr R, igtefet cember merkezi I
ve yarigapt v olsun. [OI]’nmn ortasmin kenarlara
uzakliklarinin toplam %(R%« 4r)’dir; kanitlayimz.
(Ergun Yaraneri)

YARISMA PROBLEMLERI

Y126. Digbitkey ve aldif degerler alttan
ve Ustten sinirli olan biitlin f : R — R fonksiyon-
larimi bulunuz. (Digbiikey fonksiyonlar igin [1]’e
bakiniz.)

Y127, A bir agk arabk, f : 4 —- R
digbtikey ve ¢ € A olsun. f’nin ¢ noktasinda
tiirevli olabilmesi igin gerek ve yeter sartin

lim fle+h)+ fle—h)—2f(c) =0
h~+0 h

oldugunu gosteriniz. (Digbiikey fonksiyonlar igin
[1}e bakiniz.)
Y128. a; = 2 ve her tamsay1 n > 1 igin
Gnt1 = a2 — ap + 1 seklinde tammlanan (a,)
dizisi i¢in
o~ 1
n=1 G
toplamini hesaplayiniz. ;
Y129. Disbiikey duzglin bir beggenin
alaninin, kogegenlerinin olusturdugu yildizin or-

[2

tasindaki kiigik diizgiin beggenin alanina oranini
hesaplayimz. (Hiseyin Demir)

Y130. Bir ABC iicgeninin i¢inde ahnan
birbirine digtan teget eg iki c¢ember [BC]’ye,
cemberlerden biri [AB]’ye ve oteki [AC] ye teget
olup, ortak i¢ teget [BC]’yi D’de kesiyor. Benzer
cizimler [C'4] ve [AB] i¢in yapildiginda benzer
noktalar E ve F ise; [AD], [BE] ve [CF]}’nin
noktadag oldugunu gosteriniz. (Hiseyin Demair)

COZUMLER

A116. Bir ABCD kirigler dértgeninde
[AC] captir ve |DC| < |CB| < |BA| < AD|
gegerlidir.  Cemberin ¢ap1 r olduguna gore,
alan(ABCD) < 27? oldugunu gdsteriniz. (Cuma
Arslan) : ~

Céztum. ABC tggeninde B kdgesine ait
yiikseklifin alabilecegi en bilyiik deger, AC cap
oldugundan, r’ye egittir. Buradan

alan(ABC) = %;Acmg < % rar =12

¢ikar. Ayni sekilde alan(ABD) < r? ve sonucta
alan(ABCD) < r? + 72 = 2r? bulunur.
(Cozenler:  Atasagun Baykal, Levent
Kocodly, Ali Isitan, Semih Ozlem, Samanyolu
Problem Grubu, Fatih Selimefendigil, Ali Torin.)

0
A117. Z 2Fk? toplamuni hesaplayiniz.
k=—00
(Ergin Yaraneri)
Céziim. Istenen toplam

©a 1 k n 1 k
2 — 1 2
>#(z) =tm 2w (3)
k=0 k=0
limitine esittir. k%z* = z%(2*) + x(z*) Gzdes-

liginden

n n 1 n !
ot =t (3ot ) oo
k=0 k=0 k=0

elde edilir. z # 1 i¢in
n
To(a) =) ot =
k=0

zrtl

z—1

—

H




ir. Tlrev alinarak

TV oy e nEn-)—l - (Tl + l)xn + 1
YT (z —1)? ’
e 1 n
Ti(z) = m[(nz —n)z"*!
-2(n* = 1)a” + (n® + n)z" "1 = 2]

bulunur. =z = % alinarak sadelegtirmeler yapilirsa
N \" n? +4n +6
Dk (5) =0~
. k=0 . <
elde edilir.

n—o00 on

0
z 2Fk? = 6dur.
k=—o0 -
(Cozenler: Murat Aygen, Atasagun Bay-
kal, Semih Ozlem, Samanyolu Problem Grubu,
Fatih Selimefendigil, Ali Térdn. )

oldugundan; aranan toplam

A118. Bir ¢cemberin digindaki bir A nok-
tasindan, ¢embere B ve C noktalarinda degen
tegetler ile A’dan gecen ve ¢emberi birbirinden
farkh E ve (G noktalarinda kesen bir dogru
ciziliyor. AE ve BC dogrularinin kesim noktasi
F ise,

|AE| - |EF|
|AG| ~ |FG]

oldugunu gosteriniz. (Recep Zihni)

Cozim. |AB|, |AC|, |AE|, |EF|, |FG|,
|[BF|, |FC| uzunluklan sirayla =, z,u,v,1,y, z ile
gosterilsin. ABC iig¢geninde Stewart bagintisin-
dan (u+v)? = 22 —yz ve F noktasinin cembere
gore kuvvetinden yz = vt bulunur; dolaysiyla
(u+v)? = 2% — vt olur. A noktasinin cembe-
re gore kuvvetinden de z? = u(u + v + 1) ya-
zilirsa, (u+ v)? = u(u + v +t) — vt ve buradan
v/t = u/(utv+t), yani |AE|/|AG| = |EF|/|FG|
elde edilir.

. (Gozenler: - Atasagun  Baykal,
Ozboga, Samanyolu. Problem Grubu.)

Cemal

__ A119. ABC iicgeninde ABC = 30° ve
ACB = 45°’dir. [AB] tzerinde |AL| = |LB]
olacak gekilde bir L noktasi, [BC] tizerinde de
LKA = 30° olacak gekilde bir K noktas: amyor.
[AK]N[LC] = {M} ise, CM A)’y1 hesaplaymiz.
{Alaattin Aktas)

Cozum. [BC] iizerinde |[LA'| = |LB|
olacak bigimde alinan A’ noktasi igin, BA'A
uggeni bir dik tggen, ALA’ li¢geni bir eskenar
tiggen, AA'C liggeni bir ikizkenar dik ii¢gen,
LA'C tiggeni bir ikizkenar liggen, LC A’ = 15° ve
ACTL = 30° olur. [AL],-K ve C noktalarindan
es aglarla goriildiifinden, ALKC dértgeni bir
kirigler dortgeni ve dolayisiyla LAK = 15°’dir
Buradan CM A = 60° bulunur.

(Cozenler: Atasagun Baykal, Ali Isitan,
Semih Ozlem, Samanyolu Problem Grubu, Al
Térin, Erol Unal, Adem Yekelek.)

A120. 1 ve 1000 dahil olmak iizere,
1’den 1000’e kadar tiim dogal sayilarin rakam-
lar: toplamim hesaplayimz. (Cuma Arslan)

Coztim. 000’dan 999’a kadar olan
sayilarda toplam 3 - 1000 = 3000 rakam vardir.
Her rakam esit sayida tekrarlandigindan, 000’dan
999’a kadar olan sayilarda 0,1,2,...,9 rakam-
larimin her biri 3000/10 = 300 kere goriiniir. Bu
rakamlarin toplam

3000+ 1+2+---+9)=2300-45 = 13500

tir. 1000 sayisiicin de 1+04+0+0= 1 ekleyince
aranan toplam 13501 olarak bulunur.

) (Cozenler:  Atasagun Baykal, Cemal
Ozbogda, Samanyolu Problem Grubu, Erol Unal.)

Y116. Dar agh bir ABC iiggeninde
A, B,C koselerinden gecen yiikseklikler cevrel
¢emberi ikinci defa 4’, B/, C’ noktalarinda keser-
lerse ve A'B’C’ {liggeninin alam S ile gosterilirse,

|AA'|?sin 2A+|BB'|?sin 2B+|CC'|?sin 2C > 6S

egitsizligini ispatlayimz. (Rauf Harput)

Coztim. Dar agl bir tiggende yikseklik-
ler, yiikseklik ayaklarint kége kabul eden ii¢genin
agiortaylandir. |A'B'| =<, |B'C'| =y, |[A'C'| =
z olmak lzere 2S5 = zzsin2A’dir. B ve C igin
de benzer esitlikler yazilarak

6S = zzsin2A + zysin 2B + yz sin 2C

elde edilir. [AA1N[B'C'] = {P}, |PC'| = u,
|PB'| = v, |AP| = m, |A’P| = n denirse,
A'B'C" uggeninde [A’'P] aglortaymin uzunlugu
|A’P|? = 2z — uv ile hesaplanir. P’nin ¢embere
gore kuvvetinden uv = mn yazilarak n]AA’| =
zz bulunur. P, [AA]’niin bir i¢ noktast
oldugundan |AA'| > |A'P| ve |AA'|? > n|AA'|,
vani |AA’|? > z2’dir. Benzer bicimde digerleri de



yamlir. A, B,C dar acilar olduklarindan siniisleri
pozitiftir. Buradan |[AA'|*sin24 > zzsin2A4
ve |B'|?sin2B > zysin2B yazilip, taraf tarafa
toplama ile istenen esitsizlik elde edilir.

(Cozenler: Atasagun Baykal, Samanyolu
Problem Grubu.)

Y117, Cevrel cemberinin yarigapr R
olan dizgin bir n-gende, bir kogenin digerle-
rinden uzakhiklarinin toplaminin 2R cot 7/2n ve
carpimumin nR*™! oldufunu gosteriniz. (Ferit
Oktem)

Cozum. - Diszglin ¢okgenin kogeleri Ag,

Ay, As, ..., A,_1 olsun. Bilinen
n—1 . .
-1
Z sin o = sin(n : o sin ne
= sin «
bagintis1 kullanilarak,
n-1 n—1 - -
> AoAkl = 2Rsin — = 2R cot —
n 2n
k=1 k=1
bulunur.
Gene bilinen
n—lsin ke =_°
b n on—1

bagintisi kullanilarak,
n—1 n—1 br ’
IT 140Ax] = J] 2Rsin == = 27~ 1g~1
k=1 k=1 n
= nR"!

n
gn-1

elde edilir.

Y118. Bir ABC ii¢geninin alani S, cevrel
cember yarigapt R ve igteget cember yaricapr r
ise,

27Rr? <5< r(4R +r)3
-0 - 27
oldugunu gosteriniz. (Dinger Akay)

Coziim. ABC licgeninde besind =
ah, ve h, = ¢sinB = bsin(C’ oldugundan,
hqasin A = asin Bsin C ve benzer yolla hysin B =
bsin Asinc ile hosinC = csin Asin B bulunur;
bu esitliklerden hshyh. = 2S?/R elde edilir.
Aritmetik-geometrik ortalama esitsizliginden ¢i-
kan

1 1 1\ 27R
— =t == > =2
- (ha + ot hc) > 27hohyhe, 53

r

bize esitsizliklerden soldakini verir.
ABC uggeninn digteget ¢ember yaricaplan
Ta, T, T 1IN

54

o
u(u—a)(u—>b)(u—c) s

PTaTyTe =

ve

1 1 1 1
ret+rytre—r =8 + + -
u—a u—b u—c u

abc
= —— =4
S R

saglanir. " Yine aritmetik-geometrik ortalama
esitsizliginden ¢ikan

2752

(4R + 7')3 =(ra+rs+ Tc)3 > 2Trgryr. =

istenen egitsizliklerden sagdakini verir.
(Gozen: Atasagun Baykal)

Y119. Eksen uzunluklari 2a ve 2b olan
bir elipsin herhangi bir noktasindan ¢izilen nor-
malinin elips i¢inde kalan kisminin uzunlugunun
alabilecegi en biyik ve en kiciik degerleri bu-
lunuz. (Sireyya Tevfik)

Co6zim. Elipsin denklemi
22y
ztp=!

dir. Simetriden dolayr & > a oldugunu kabul

edebiliriz.  Elipsin Uzerinde bir (zo,yo) nok-

tasi alalim. Bu noktada tegetin egimi =4’ zo

. . a? yo
oldugundan, normalin denklemi

2
_ %Y
Y=y = 5270(96 — Zo),
ya da sadelestirilmis haliyle
a2y0 a?\:
y = b2x0x+ <1~ ?)—2—>yo:mac+n

olarak bulunur. Normal, elipsi (2o, y0) ve (21, 1)
noktalarinda kessin. y; = ma; +n (i = 0,1)
oldugundan, kirigin uzunlugunun karesi ‘

d® = (zo—21)* + (o —11)* = (1 +m?)(zo — z1)?
olarak bulunur. zg,z; reel sayilan
2 (mz+n)?

a? b2 =1
yani

[31]



2 n?
=\

denkleminin kdkleridir. Buradan

m?n? - (1 +m2
(zo—a)? B 2T

4 1 'm2
2w
bulunur. ) )
w_,_z
2 a?

cldugunu kullanarak sadelegtirmeleri yaparsak,

o W~ )+ o
R (GO rre

bulunur. 23 = ¢ dersek, |zo| < a oldugundan
¢t degeri [0,a%] araligindadir. G = b% — o2 >
0 kisaltmasim da kullanirsak istenen uzunlugun
karesi
1) = 46*(Gt + a*)?

= [ 5 520Gt £ a2

ile ifade edilir. f/(¢)’ye esit olan su ifade

4b2°G(Gt + a*)?[5(a® + b%)Gt + 5a’ + 2b2a*]
[(a® + 62)Gt + a3

ancak t negatifken 0 oldugundan, f’nin mini-
mum ve maksimum degerleri ¢t = 0 ve ¢ = a?’de
alinir. Yani en kiigiik ve en biiyiik kirigler sirayla
z = 0 ve » = za noktalarindadir. O halde

aranan en biiyik ve en kiigik degerler 2b ve
2a’dir.
(Qozen: Atasagun Baykal.)

- Y120. [AB] ve [CD] kenarlan paralel
olan ABCD yamugunun A ve D kdselerinden
¢izilen igagiortaylar X, C ve B koselerinden
gizilen icagqiortaylar Y noktasinda kesisiyor.
|XY]’yi yamugun kenar uzunluklari cinsinden
ifade ediniz. (Cogkun Ustin)

Coziim. A ile D ve B ile ¢ biitiinden
agilar olup agiortaylan birbirine diktir. A x D =
90° oldugundan, [DA]’nin orta noktas1 £ olmak
uzere, |EX| = |EA| ve dolayisiyla EX || AB’dir.
[BC] nin orta noktasi F olmak iizere FY ||
AB’dir. EF || AB oldugundan, E,X,Y, F aym
dogru iizerindedir. |EF| orta taban uzunlugu,
|EX| = 3|DA| ve |FY| = }|BC| oldugundan,

XY= (1481 + D} - 14D| - |BC)

bulunur.

(Cozenler: Atasagun Baykal, Ali Isitan,
Cemal Ozbog“q, Samanyolu Problem Grubu, Ali
Térin, Erol Unal, Adem Yekelek.)
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