PARALELLIK AKSIYOMU UZERINE

Elemanlar adh kitabin yazari Oklit’in
(M.S. 3. yiizyil) matematik tarihinde ozel bir
yeri vardir. Elemanlar, o zamana kadar bilinen
matematigin biyik bir kismini icermekte ve 13
kitaptan olugmakta idi. Oklit’in dehast aykir ve
izole gibi goriinen sonuglar kisith sayida aksiyom-
dan yola gikarak, mantiksal bir sistematikle bir
biitiin halinde elde etmisg olmasidir.

Oklit, Elemanlar adh kitabini yazarken
sadece agafidaki beg aksiyomdan yola ¢ikimigt1 [1].
Bunlar,

1. herhangi iki noktay: birlestiren dogru ¢izi-
lebilir;

2. dizlemde sonlu bir dogru pargasi- siirekli
olarak devam ettirilebilir;

3. keyfi merkez ve yarigapli cember ¢izilebilir;
4. tum dik agilar esittir;
aksiyomlari ile bu yazimin konusu olan,

5. paralellik aksiyomu

olarak da anilan, belki de en iyi bir gekil yardim
ile anlagilan aksiyom.

Aksiyoma gore, a ve b aqlarinm toplami
iki dik agqidan kiiciikse, £ ve #' dogrular, agilarin
oldugu tarafta bir noktada kesigirler. Para-
lellik aksiyomu, aksiyomlardan beklenen” dere-
cede besbelli 'degildir. Agilanin secimine bagh
olarak kesigtikleri soylenen noktayr gormek de
olas degildir. Ustelik
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sekilde grafigi gorinen hiperbol orneginde oldugu
gibi kesismeyen ama paralel de olmayan egrilerin
varhgi aksiyomun anlasilabilirligini biraz daha
zorlagtiniyor.  pozitif (veya negatif) sayilarda
buytrken %, y = 0 dogrusuna istenildigi
kadar yaklagir ama onu higbir zaman kesmez.
Asimtot olma olarak da betimlenen durumu,
z sifira sagdan (veya soldan) yaklagirken %’in
yine sergiledigi goriiliiyor. Bazlarn Oklit’in pa-
ralellik aksiyomunun kullanimim birinct kitabin
29. Onermesine kadar ertelemis olmasim ken-
disinin de bu aksiyomdan pek memnun ol-
madigimn kaniti olarak verirler.

Oklit geometrisini paralellik aksiyomundan
kurtarmak, onu daha kolay anlagilir bir bagkasi ile
degistirmek; daha da iyisi, onu diger aksiyom ve
onermelerden teorem olarak elde etmeye calismak
matematikgilerin yiizyillarca ugrastiga bir prob-
lem olmustur. Bu cahgmalar sonucta paralel-
lik aksiyomuna denk oldugu anlagilan yeni aksi-
yomlar ortaya ¢ikarmislarsa da, bu ugraglarin en
onemli katkisi paralellik aksiyomunun gegerli ol-
madig1 yepyeni bir geometrinin dogmasina neden
olmalaridir.

Okul kitaplarinda paralellik aksiyomunun
yukaridaki ifadesi yerine bir dogruya disindaki bir
noktadan sadece tek bir paralel cizilebilecegini
1. -aksiyom verilir.  Bu, Oklit’in pa-
1 ¢aksiyomuna denk bir aksiyomdur ve
besinci yizyilda Proclus tarafindan bulunmustur,
ama ¢ok sonralari bunu yeniden kesfeden John
Playfair’in (1748-1819) amsina Playfair aksiyo-
mu olarak amhr. Tki aksiyomun denkligi ile
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soylenmek istenen, paralellik aksiyomunun Play-
fair aksiyomunu gerektirdigi ve tersine Play-
fair aksiyomunun paralellik aksiyomunun gerek-
tirdigidir. Playfair’in, Oklit’in ilk alt1 kitabim
yeniden ele aldify Geometrinin Elemanlar: adli
yapity, 1795-1846 yillar1 arasinda en az on kez
basilmig ve belki de bu popilerli§i nedeniyle
Playfair aksiyomu paralellik aksiyomunun yerini
almigtir. Esasinda Playfair aksiyomunun goreceli
bir istiinligii de vardir. Oklit’in aksiyomu
kesigen dogrular hakkinda iken Playfair aksiyomu
gercekten paralel dogrular hakkindadir.

Oklit’in paralellik aksiyomunu kanitlama
veya degistirme ugragilan paralellik aksiyomuna,
yukaridaki anlamda denk olan, bir¢ok onerme or-
taya ¢ikarmugtic. Bunlar arasinda ‘

1. paralel iki dogrudan birini kesen bir dogru
digerini de keser;

2. birbirlerinden uzakliklar: her yerde ésit olan
dogrular vardir;

3. bir Uggenin i¢ agilart toplam iki dik aqiya
egittir;

4. herhangi bir iliggene benzer ama egit- ol-
mayan lg¢gen vardar;

5. paralel iki dogrumun ikisine de.dik dogru
vardir;

6. dogrudag olmayan ii¢ noktadan bir ¢ember
gecer;

7. aym dogruya paralel dogrular paraleldirler;

onermelerini sayabiliriz.

 Paralellik aksiyomu tizerine = yazanlarin
onciisii Proclus’tur. Astronom Ptolemy’nin para-
lellik aksiyomu hakkindaki bir yazisindaki yanls
lizerine yazan Proclus, daha sonra Playfair aksi-
yomunu kanitlar. Bu harikulade basit usavurugun
istiinden hep beraber gegelim:
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Kanit. P, £ dogrusu izerinde olmasm. @, P
noktasindan £ dogrusuna inilen dikmenin ayag
olsun.” ¢, PQ dogrusuna P noktasinda dik

ise, £ ve ¢, PQ ile aym aqy1 yaptiklarindan
paraleldirler. P noktasindan gecen bagka
her dogrunun ¢ dogrusunu kestigini gostermek,
P’den gegen ve £ dogrusuna paralel tek dogrunun
2 oldugunu gostermek icin yeterlidir. £’ boylesi
bir dogru ve R, ¢ iizerinde bir nokta ve &, ¢
arasinda olsun. S, R noktasindan ¢ dogrusuna
inilen dikmenin ayag ise, RS uzakhg, R, ¢
izerinde P noktasindan uzaklastik¢a buyir. So-
nunda £’ dogrusu £ dogrusunu kesmek zorunda
kalacaktir. o

Ancak Proclus’un kanitina dikkatlice ba-
karsak, paralel iki dogru arasindaki uzakligin her
yerde aym ve sinirh oldugunun kabul edildigi-
ni goruruz. Oklit’in diger aksiyomlarinda boy-
lesi bir varsayimi hakhi kilacak nedenler yok-
tur. Paralel dogrular arasindaki uzakhgin degis-
mez olmasimn paralellik aksiyomunun gerek-
tirdigi biliniyor. Yani, Proclus paralellik ak-
siyomunu kanithyacagim derken onu kullanarak
temel bir hata yapiyordu.

Paralellik aksiyomunu kanitlama cabala-
rinda aksiyomun kendisi bilingli veya bilingsiz,
acik veya kapali bir bi¢imde igin i¢ine giriyordu ve
sonugta paralellik aksiyomu kamitlanamadi. Ge-
ometrinin diismani olarak da anilan paralellik ak-
siyomu konusunda ¢aligmalar tiimi ile de meyve-
siz olmamugtir. Kendileri farkinda olmasalar da
Saccheri, Lambert ve Legendre’in ¢alismalar: yeni
bir geometrinin dogusunu mijdeliyordu. Acaba
paralellik aksiyomu olmadan nasil bir geometri
yapilabilirdi? Pavia Universitesi’nde caligan bir
Cizvit papazi olan Gerolamo Saccheri (1667-
1733) bylesi bir ugragiya ilk girenlerdendir.

Saccheri bu konudaki aragtirmalarinda A
ve B aglarinin dik agilar ve AD = BC oldugu
ABCD dortgenini kullamiyordu.
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Saccheri paralellik aksiyomu ve ona bagh
bir sonu¢ kullanmadan kenar-agi-kenar bagintisi
(Oklit, Elemanlar, Kitap 1, Onerme 4) ile
BAD ve ABC lggenlerinin egitliklerini, bu-
radan da BD = AC elde ediyordu. Bu-
radan kenar-kenar-kenar bagintisi (Oklit, Ele-
manlar, Kitap 1, Onerme 8) ile ADC ve BCD
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Ucgenlerinin esitligini elde edip, <C = <D sonu-
cuna vartyordu. Simdi <C ve <D igin ti¢ olasilik
vard:

1. <C = <D > 90° (genis ag1 hipotezi);
2. 9C = <D < 90° (dar agi hipotezi);
3. 9C = <«D = 90° (dik aq hipotezi).

Paralellik aksiyomu 3. hipoteze denk oldugundan,
1. veya 2. hipotezler ile varilacak bir ¢eligki
paralellik aksiyomunu kanitlayacakti. Genis aq
hipotezi ile bir ¢eligkiye kolayca varan Saccheri,
ayni basariy1 dar aqi hipotezi ile elde edemedi.
Bu hipotez ile elde ettifi teoremler tutarhlik
ve giizellik agisindan Oklit geometrisindekiler-
den agagl degildiler. Ancak bir ¢eligki peginde
olan Saccheri’nin yeni bir geometri buldufunun
farkina varamarms olmas: ile insanhk en az bir
yuzyil kaybetmig oldu.

Saccheri’nin yapitlari ile Berlin Akade-
misi'nde Euler ve Lagrange’in caliyma arkada-
g1 olan Johann Heinrich Lambert’in (1728-1777)
calismalar arasinda ¢ok benzerlik vardir. Lam-
bert, ii¢ agismnn dik agr oldugu bir dortgen alir ve
dordiinct aginin genig, dar veya dik a¢1 olma du-
rumlarim: diigliniir. Dordiincii agimin genis ag1 ol-
mas1 durumunda paralellik aksivomunu elde ede-
rek bir celigkiye varan Lambert, dar ag1 hipotezi
altinda bir celigkiye varamadigimn farkinda idi.
Lambert bu arada hi¢ kimsenin farkina vara-
madigl bir gercegi de gordi. Paralellik aksiyomu-
nun eksikliginde bir iggenin i¢ agilarimin toplamu,
liggenin alanimin arttig) oranda azalyordu!

Saccheri genig aq, dar ag veya dik aq
hipotezlerinin bir, liggenin i¢ agilann toplaminin
sirayla 2 dik aqidan biiyiik, 2 dik agidan kiiciik
veya 2 dik agiya esit olmasi gerektigini gosterdi.

Simdi, verilen ABC tggenin igin

D ve E swrayla AC ve BC' kenarlarimin orta
noktas: olsunlar. D ve E noktalarindan gegen
dogru par¢asina A, B ve C-noktalarindan inilen
dikmelerin ayaklarmi F, G ve H ile gosterelim.
AFD ve CHD fliggenleri esit liggenlerdir. BHE
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ve CHE itggenleri de kenar-agi-agt (Oklit, FEl-
emanlar, Kitap 1, Onerme 26) bagintisindan
dolay esit licgenlerdir. Buradan AF = CH =
BQ@ elde ederiz. Buise ABGF dortgeninin F' ve
G aglanmin dik ag oldugunu verir. Boylelikle

AFAB = <FAD + «DAB = <HCD + «DAB
olacaktir. Ote yandan,

4GBA = <GBE + <EBA = <HCE + <EBA
esitliklerini toplayarak

4FAB + <GBA = <DAB + (¢«HCD
+<HCE)+ <EBA
= <A+ <C+ B

Basgka bir deyigle, ABGF dortgenin taban agilan
ile ABC' iiggeninin i¢ agilari toplami egittir. Bu
bilgilerden sonra efer genig aq1 hipotezinin, bir
tggenin i¢ acilar toplaminin iki dik agidan (veya
dar aci hipotezinin i¢ aglar toplamm iki dik
agidan kiigiik) biiyiik demek oldugunu kolaylikla
gortiriz.

Paralellik aksiyomuna en fazla emek veren-
lerin biri de inli Fransiz matematik¢i Adrien-
Marie Legendre (17562-1833) idi. 18. yuszyilda
geometrinin universite programlarna alinmast
ile geometriye yeniden ilgi dogdu.  Ornegin
Kuzey Amerika'nmn en eski yiiksek Ogrenim
kurumlarindan olan Yale Universitesi'nde (ku-
rulugu 1701) 1733’te Oklit’in  Elemanler’min
okutuldugunu ve bunun FElemanlar’m yiliksek
ogretimde ilk kullamm oldugunu biliyoruz.
Amerika’nin en eski yiiksek Ofrenim kiurumu
olan Harvard Universitesi'nde (kurulusu 1636)
yine Oklit’in Elemanlar’imin 1737°de okutuldugu
biliniyor. Bu geligmeler yeni geometri kitapla-
rina gereksinim yaratti ve birgok kitap yazildi.

‘Britanya adalarinda Flemanlar’a sadik kalina-

rak, bu-eser yiizyillar boyunca ugradif1 degisik-
liklerden ve yanhglardan armdinlmaya caligihr-
ken, Fransizlar Elemanler’a elestirel gozle baki-
yorlardi. Sonugta Legendrein 1794’de yazdif
Eléments de Géoméirie, yazlan tim kitaplann
en lyisi olarak goriildi. Bu yapitta tamhk ve
titizlikte 6diin vermeden kanitlar kolaylagtinhyor
ve Oklit’in geometrisinin Onermeleri ¢ok daha
farkli bir sirada ele alimyordu. Boylelikle hem
ogrencilerin hem de 6gretmenlerin vazgecemedigi
bir kitap ortaya gkmigti. Kamtlannin agiklhig
ve stilinin cekiciligi Legendre’in kitabim tiim za~
manlarin en iyi ders kitabi yapmgtir. Yazarin
olimiinden once 20 kez basilmis ve 100.000’°den
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fazla saulmign, Ote yandan bafimsizhik sava-
siin etkisi ile olacak, A B D). ve Fransamin ya-
Kunlagmasi sonug olarak, 1819 ve 18322'de basarlh
tercumeberi nedend ile ALB.D.'de de Legendre'in
vapitimn Okhit'in Elemonfar imin yerini almasim
gaghvor ve gadece bu tilkede 30 basks vapiliyor,
Raylesine deferli bu kitabin difer bir dnemi de
Legendre'in 40 vil bovunea suren paralellik ak-
sivomu konnsundskl arsgiirmalanmin bu kitabn
pigith baskilannda ekler olarak yaymlsnmis ol-
maasidir. Legendre da  paralellik  aksiyomu
galizmalarnda bu  aksiyoma denk  aksivomlar
bulmugtar.  Bunlar degrudag elmayan g nok-
tadan bir gember gecmesi ve benzer fakat farkl
bir buyitklikie dggenlerin varhig idi. Legendre da
inicelert Saccheri ve Lambert gibi paralellik ak-
siyestinn ile bir iiggenin ig agilar Loplam arasinda
thskin calismuste Iste bunlardan biri:

Teorem. Mic Gegenin ip aglannm teplam 180
ise, Oklit'in paralelik aksivomu dofrudur.

Kamt. Playlwe aksiyomunu gostermek  yeterli
olrcakiir

P g € alabm. P den ! dogrosuna imilen dik-
monin avagl Qp olsun ve £, M noklasnda /£
dofrusuna gizilen pacalel olsun, (', / nok-
tasinda 0y dogrusuna dik olarak elde cdile-
bilir.} ¢ "nin gizilebilecck tek paralel oldugum
goremek igin gekilde goruldagi pbi Q9 = FQ.
QiGs = i QaQu = P oy Quidugr =
G P saglamak uzere o = Q.Q, Qs ..., [
noktalanm alahm. €, pektalanmn segimi ile
hepst de ikizkenar tggenler olan Qo PQ, Q, PQ4,

Qe gy, ... tigeenler dizising elde ederiz
Isimizi kelaylastirmak igin o, = a@,, PQ, =
Al 1Pal (n=1,2,...) diyelim. 2Qy- Q. P
ve P00 o birbirlering timleyven acilar olduk-
larindan, ber m= 1,2,._. icin

tn + APQnOnsr = 180° {1

elde eddilir.  Bir uggenin ig aglarin loplaminm
180* aldugunu Q. PCQhs iicgenlerine uygula-
varak

qpaqﬂuql +.;ﬂ'"+] - l-ﬂiﬂ' {n = 1.2....} {2_:

baddurue. (1) ve (2) esithiklerinden
o = 180° - aPQQysr = 2004y
bulunur. Buradan

(me= ), 2. ..

o) ry iy L iy
fig = — ﬂl:izﬂ_i' 4

“ ¥
elde ederiz,

@ ""*n.‘_‘:i:

£, P'den gecen baska bir dogeu ve a da
£ ile £ arasindaki acy ise, n oyeteri kadar biyok
secilerek o /27, a'dan kigik yapilabilic. Yani,
e < o olur. Bu egiisizlik & dofrusomun
PO ve PQn arasinda kalacagim ve bu nedenle
F dogrusunu kescecfiing styler. Baska bir devigle,
P noktasmndan # dofrusuna civilebilecek tek po
ralel £ dogrusudur. o

RBu teoremden vola gkan Legendre, bir
uggenin i¢ actlannim toplamunn 1807 'den biiyak
veya 180" den kiigitk olmasi durumunda paralel-
lik akai;mmunn bir geligki l;lim:ﬂﬁlru umuyerdy,
Baylesi bir geligki iicgenin ig agilar toplarmm 180
clarak verecek ve buna denk olan paralellik aksi-
yomu kanitlanmy clacakir,

Agafrdaki vardimel teoremn bu amag igin
cnemli bie sdimda:

Yardimer Teorem. 44, ABC uggenmin keyfi
bir aguse edsun, ABC dggen de iy aglan loplams
aym, ancak <A; < 44 kogulanu saglayan bir
Ay acisina sahip ofan bir A; B, degeni vardir

I} moktasy BC kenannin orta nokias ol

Kamit.

sub ve Al dogru pargamini AD = DFE olacak
gekilde uzatip bir E noktas: alalim,
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BD = DC, AD = DE ve <BDA =
<CDFE (Oklit, Flemanlar, Kitap 1, Onerme
15) oldugundan BDA ve C'DE iiggenleri kenar-
agi-kenar bagintisindan esittirler.  Uggenlerin
esitliginden <3 = <6, <4 = <5 bulunur.
Dolayisi ile ACE ile ABC iiggenlerinin i¢ acgilar
toplami esit olacaktir. <2+ <6 = <2+ <i3 =<A
oldugundan ya <2 < 2<{A veya <3 < <IA ol-
mahdir. Eger «2 < 2<{A ise, aranllan uggen
ACE ficgeni, efer <3 < $<4 ise, aranilan iiggen
vine ACE tggeni, agi ise E agmdir‘ ]

Yukarndaki sonug¢ ile Legendre ig acilar
toplamunin 180°’den biiyiik olamiyacagmi ko-
layhikla gosterebiliyordu. Saccheri bu teoremi
Legendre’den yiz yil dnce gostermis olmasina
karsin, agagidaki teorem Legendre’nin ilk teoremi
olarak biliniyor:

Teorem. Bir tggenin i¢ agilar toplami 180° 'den
kiciik veya ona esittir.

Kanit. Bir celigki elde etmek umudu ile o > 0
olmak tizere i¢ agilarimin toplami 180° + a° olan
bir ABC' tiggeninin var oldugunu kabul edelim.
Yardimer teoremi kullanarak, i¢ aglar toplami
180° + a® olan ve bir ags1 4;’in €4; < 2<ZA
oldugu bir A;B;C} tiggeni bulabiliriz. Yardima
teoremi bu sefer A4, B,C; uggemne uygulayarak,
i¢ agilar toplami 180° ++ a° olan ve A, acisinin

1
<Ay < =<4

<Ay < S 53

[NF

oldugu bir A2 B;C» iicgeni bulabiliriz. Tiimeva-
rimla i¢ agilarn toplamlar: 180° + o° olan ve bir
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agilan, diyelim A, ,
1
<A, < %—QA

kogulunu saglayan A, B,C, lggen dizisi bulabi-
liriz. n yeteri kadar buyik secilerek, 2—1;<1A <o
ve dolayisi ile €A, < a saglanabilir. Simdi

180°+a® = 9A,+< B, +<C, < a+<4B, +<1Cp

esitsizligi < B, +<Cy, > 180° verir ki bu aramlan
celigkidir.  Zira Oklit’in (Blemanlar, Kitap 1,
Onerme 17) bir énermesine gore bir iiggenin her—
hangi iki agisinin toplami 180°’den biiyiik ola-
maz.

Yukaridaki teorem ile tiggenin i¢ agilarmin
toplaminin 180°’den  bilyiik olamayacagini gos-
teren Legendre i¢in yapilacak is, i¢ acgilar topla-
minm 180°’den kiiguk olamuiyacagimi da goster-
mekti. Verdigl “kamt” gercekten i¢ acilar top-
laminin negatif oldugunu veren bir celigkiye yol
agiyordu, ama .... Amasi, tahmin edebileceginiz
gibi, kamit1, sonralar paralellik aksiyomuna denk
oldugu anlagilan bir sav kullamiyordu. Bu sav,
bir a¢inin icindeki bir noktadan, acmm kollarimi
kesecek bigimde dogrularn cizilebilecegi savi idi.

Paralellik aksiyomu hakkinda kimi bagka
bilgileri Bilim wve Uiopya dergisinin Subat 1995
sayisinda bulabilirsiniz.

KAYNAKCA

(1] S. Alpay, Oklit ve Elemanlar, Bilim ve
Utopya, Kasim (1994).

b = a® +(b—a)(b+ a),
b> = a®3ab(b— a) + (b —a)?,

1
+5l(20+ 1° +2a + 1]

i

(a+1)* = a*

ozdesliklerini, dogal sayilarin karelerini, kiiple-
rini ve dordiincit kuvvetlerini kolayca hesapla-
mak i¢in kullanabiliriz. Ornegin,

8% = 257 + (28 — 25)(28 + 25)
=6254+3-53 = 74,

21% = 20% + 320 -21(21 — 20) + (21 — 20)°
= 8000 + 1260 + 1 = 9261,

1% = 104 + ~l~[(20+ 1% +2041]

Il

10000 + = [9261 + 21]
10000 + 4641 = 14641.
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