YINE GEOMETRIK ESITSIZLIKLER UZERINE
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20 yil agskin bir zaman once Hacettepe
Universitesi'nde (ingilizce olarak) 12 ay ders
verdim.  Matematigi Tiurk¢e yazmayi hi¢ de-
nemedim ve o zamanlar ogrendigim Tirkge’yi
de epey unuttum, ama bana Maiematik Din-
yasi’nin iki sayisini 0diing veren ve bu maka-
leyi Turkge’ye ¢evirmeyi nazik¢e kabul eden arag-
tirmacilarimizdan Ahmet Delil’e ti¢ kelimeden
olusan ¢ok tegekkiir ederim demeyi biliyorum.

Emre Alkan’in makalesi [1] hosuma git-
ti, ¢unki bana geometrik egitsizlikler iizerine
yaptigim caligmalarl animsatt: ve konu lizerinde
tekrar dugiinmemi sagladi.  Hep giizel olur
sonuclarin yeni ispatlarini veren birilerinin ol-
mast. Asagida Emre Alkan’in makalesindeki bazi
problemler hakkinda diglincelerim var. Kolay
izlenebilmesi i¢in [1]’deki numaralanmanmug prob-
lemleri numaralandirdim.

(2] ve [3], geometrik egitsizlikler iizerine
vazilmig 6nemli iki kitaptir. [2] kolay anlagilabilir
ve 150 sayfadir. Bu kitap bir¢ok yeni arastirma
icin ilham kaynag: oldu ve 700 sayfalik ansiklo-
pedik birgok eski ve yeni ¢alismayi iceren [3]tin
yaylnlanmasina yol agti.

Problem 1.

Sekil 1°deki gibi, alami S, agirlik merkezi G
olan bir ABC li¢genini ele alalim. Bu durumda

45 <V3(|GB|IGC|+|GC||GA|+|GA|IGB)) (1)

esitsizligini ispatlamak istiyoruz. Sekil 1’de H
noktasmi GD = DH (yani AG = é—ﬁ) ola-
cak bi¢imde secelim. Bu durumda BHCG bir
paralelkenar ve BHG liggeni, kenar uzunluk-
larr |GA]; |GB] -ve |GC| olan bir ii¢gen olur.
Bu uggenin kenarlarnm a;b;¢ ve alanmi A ile
gosterelim:~ Boylece A S/3 olacaktir. (1)
esitsizligl simdi su sekilde yeniden yazilabilir:

be+ ca+ ab > 4V/3A. (2)
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Bu esitsizlik BHG tiggeninin kenarlary ile alam
arasinda kurulmus bir esitsizliktir. BHG uggeni
ile baglayarak seklimizi tekrar -olugturabiliriz.
Boylece (1) ve (2) esitsizliklerinin denk oldugunu,
yani birinin digerinden elde edilebildigini goruruz,
ancak (2) daha kolay ispatlanabilir.  Genel
olarak |GA], |GB|, |GC| ve S’yiigeren herhangi
bir esitsizlige karsibk a,b,¢ ve A’yi iceren bir
egitsizlik vardir ve bunun tersi de dogrudur.

Sekil 1
(2) esitsizaligl [2, §4.5] te vardir. [2]’deki bir
bagka esitsizlik de

a? + b2+ ¢? > 4/3A, (3)
esitsizligidir; bu da [2, §4.4)tedir. Dahasi, [2]’de
olmayan bagka bir esitsizlik

2(be + ca + ab) — (a? + b2 +¢%) > 4v/3A  (4)
esitsizligidir, ancak bunu [3, s. 179]’da buldum.
S be = betac+tab, Y a? = a?+b%+c?, vb. olarak
tanimlayacak ve

S at >3 be> 25 be—Sa? > 4/3A - (5)
oldugunu ispatlayacagiz. . O- zaman (4) esitsiz-
liginin (3)’ten, (3) esitsizliginin de (2)’den daha
giiclii- oldugu ortaya ¢ikacaktir.. (4) esitsizligini
kendime gu soruyu sorarak elde ettim: “P(a,b,c)



simetrik, homojen bir ikinci derece polinomu ol-
mak izere, a = b = ¢ iken esitlifin saglandiga
P(a,b,c) > 4\/_ A geklindeki en uygun ya da
en glicli esitsizlik nedir?” En uygun esitsizlikler
igin okuyucuya [4] Snerilir, ancak (5)’in ispat1 zor
degil.

(5)’in Ispati. z = (b+c—a)/2, y= (a+e—b)/3
ve z = (a + b — ¢)/3 pozitif sayilan kullanilarak,
bir liggenin 'a,b;c kenarlarr @ = y + 2z,
z+z, ¢ = ¢+ y bigiminde yazlabilir. Bunu
geometrik olarak Sekil 2’den gorebiliriz. Bu du-
rumda, (5)’teki ilk iki esitsizlik 3 2% — 5 yz >0

olarak yazilabilir ve kolayca ispatlanabilir, ¢iinkit

(2) ile carpildiginda (y-—z)2+(z--x)2+(3»’ ¥)?>0

haline doniigiir. Ayrica,

225c——2a2>0 (6)

oldugunu gormeliyiz. Bu da dogrudur; ¢iinkii
z,y,z cinsinden yazdiimizda 43 yz > 0 haline
dontigir.

Sekil 2
(5)’teki son esitsizlik olan (4)’i ispatlamak
igin, kenarlan a,b,¢ olan bir iiggenin alanima
_ iliskin Heron formiiliinii, yani s yar1 ¢evre olmak

lizere, A = \/s(s —a)(s — b)(s — ¢) formiiliinii
kullanacaiz.  z,y,z cinsinden yazilinca bu
formil A = /zyz(z + y+2) haline doniisiir.

Boylece (4)’tn her iki yaninin karesi alinarak

2
16 (Z yz) > 48zyz(z +y+2), (7
veya buna denk olarak

8 -2 20 (8)

esitsizligl bulunabilir. Bu son esitsizlik dogrudur,
glnkii sol tarafi ii¢ karenin toplammdir. Simdi
{7)’nin her iki yammin karekokiinii aldigimizda,
ki bunu yapabiliriz ¢iinkii (6) dogrudur, elde
edecegimiz (4) esitsizligidir.  Ayrica, ancak = =
y = z (eskenar uggen) durumunda (8)’de esitlik
vardir, o

b =
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Igi gekicidir ki (2), (3) ve (4) esitsizlikle-
rinden en giicli olani, kareler alip z,y, 2 cinsin-
den ifade ettigimizde en basit formdadir. ((2)
ve (3)’iin karesini alip ne elde ettiginizi goriin!)
Burada goriilldigi gibi, bir sonucu ispatlamaya
caligtigimizda daha genel, daha iyi ya da daha
guiclii bir geyi ispatlamak ¢ogu kez daha kolaydir.

Problem 3.
Soat =23 b%? + 3 a? — be ifadesi ()
sembolii evvelki anlaminda kullamlmak uzere)

daha onceki gibi ¢,y ve z cinsinden yazldiginda
pozitif olan

1
Yy -2’ + 5 vy - 2)?
haline doniigir ve e§iﬂiksadece T =y = z,
yani egkenar iicgen halinde goriihir. a = b = ¢

halinde esitlik veren biitiin simetrik dérdinci
dereceden polinom egitsizlikleri tizerine genel bir
inceleme [4]’te verilmisgtir. Ancak [4]’te dikkat-
sizce yapilmig bir hata var: 198, sayfanin 11. satiri

= % [—Z a+23"aP(b+c)-23 b2 Z—Z dzch
>0

geklinde olmali.

Problem 4.

Y. sembolii yine evvelki anlaminda kul-
lamlmak tizere,

. B .
}:sm—f—z—sm 753V 1m
egitsizligini [2] veya [3]’te' bulamadim, ancak daha
zayif olan
S sin g sin —g» < ?1
egitsizlifi [2, §2.15]te var. Daha zayif, clinki
% < 3°dir ve boylece £+ L < 2 olur.

. B . C_1 r
ZSln§SIHES§+Z§‘ 9
esitsizliginin dogru oldugunu tahmin ettim ancak
ispatlayamadim. Eger dogruysa, (9)’un bu tipteki
egitsizliklerin en gligliisit. oldugu soylenebilir,
ginkii. B ve C aglarn esit olan bir ikizkenar

tiggende, B ve C’yi 90°’ye yaklagtirdigaimizda
r/R — 0 olurken

sin B sin ¢
— —
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