Problem Semineri 96/6, 24 Nisan 1996

1. A, 13farkli gercel sayidan olugan bir kiime
ise,

a—-b
0< 1+db<2—\/§

esitsizlifini saglayan a,b € A sayilannm bulun-
dugunu gosteriniz.

2. n ve k pozitif tamsayilar, oy, as,. ..
de gergel sayilar ise,

;an

0< max |z < k-
1<i<n
ve

» 1
lTo + a1z ++ -+ apzs| < s

kosullarini saglayan zg, 1, ..
bulundugunu gosteriniz.

3. n > 2 olmak ilizere, diizlemde n farkh
nokta verilmis olsun. Bu noktalarn ikiger ikiger
birbirlerinden olan uzaklhklarnin en biiyiigiine
D, en kisiligine ise d diyelim. Bu durumda

D> ——?(\/ﬁ = ‘1)d

., T, tamsayilarinin

oldugunu gosteriniz.

4. . n pozitif bir tamsay: olsun. Diizlemde
sonlu sayida noktadan olugan ve kendisine ait her
P noktasi i¢in yine kendisine ait ve her birinin
P’yeolan uzakligi 1 olan en az n nokta bulunacak
sekilde bir kiimenin var oldugunu gésteriniz.

Problem Semineri 96/7, 15 Mayis 1996

Agagidaki problemlerdeki arag, deposuna
en fazla 1 birim benzin alabilmekte, ancak istedigi
yere daha sonra kullanmak iizere istedigi kadar
benzin birakabilmektedir. Aracin gittigi mesafe
vaktigl benzinle dogru orantilidir ve bir birim
benzinle katettigi yol, mesafe birimi olarak kabul
edilmektedir.

1. n > 0 bir tamsay1 ve 0 < f < 1 olmak
tzere, baglangic noktasinda n + f birim benzin
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vardir. Aracin bu noktadan hareketle gidebilecegi
azami mesafenin ;
11 1 f
SIS s S =
oldugunu gosteriniz.

2. myk > 0 tamsayiar; 0.< f,g <1 ve
m++g > k+ f olsun. Basglangig noktasinda m4-g
birim benzin vardir. Aracin gorevi, bir F nok-
tasina k <+ f birim benzin birakarak baslangig
noktasina geri dénmektir.  Bu gorevin yerine
getirilebilmesi icin F noktasinin baslangig nok-
tasindan en fazla ne kadar uzakta olabilecegini
bulunuz.

3. m>0vek>0 tamsayilar, 0< f,g < 1
ve m+g < k4 f olsun. S noktasinda m + g
birim, F' noktasinda ise k + f birim benzin bu-
lunmaktadir. Arag, S noktasindan hareketle F
noktasina gidip S’ye geri domecektir. Bunun
basarilabimesi i¢in S ile F' arasindaki uzaklhigin
en fazla ne kadar olabilecegini bulunuz.

4. Elimizde toplam z > 2 birim benzin
bulunmaktadir. Bu kez S ile F noktalanm
kendimiz se¢ip, elimizdeki benzini bu iki nokta
arasinda istedigimiz gibi boligtlirliyoruz. Arac,
yine S noktasindan hareketle F ’ye gidip, oradan
S’ye geri donecektir. Bunun bagarilabilmesi icin
S ile F arasindaki uzakhgin en fazla ne kadar
olabilecegini bulunuz.

COZUMLER

Problem Semineri 95/10

1. zy koordinat diizlemindeki y = ¢z

dogrusunu ele alalim. Koge koordinatlan
(0,0).,{;’0,-(1),(17,0),(b,a) olan dikdétgenin ig¢inde
kalan tamsay1 koordinath noktalardan késegenin
altinda kalanlarin sayisi

i fe)-+[252



kogegenin ustiinde kalanlarin sayisi da

5]+

olup bu iki say1 birbirine esittir. (a,b) =m # 1
durumu ayrica incelenebilir. o

2. - Bulunmas istenen tamsayiya m diyelim.
(a,b) = 1 oldugundan, m = au-+ bv yapacak
u,v tamsayilart vardir. QOte yandan, her tam-
sayt k igin-m = .a(u — kb) + b{v + ka)’dir.
ko = max{k : u—kb > 0} diye tanimlarsak,
0 < u= kob < b-saglanr. o' = u— kb ve
u' = v+ koa diyelim. O zaman m = au’ + bv/
olur. Simdi m ¢ {az+by 12,y € No } olmasi ile
0 <v < b vev <0 olmasinin egdeger oldugu
agiktir. Boyle w!’lerin en biyugi v’ = & ~1 ve
v"’lerin en biiyugu de v = ~1’dir. O zaman da
m=a(b~1)+b(-1) = ab~ a— b olur.

3. Flde edilen toplam puanlarn kiimesini E
ile, £’nin eleman sayisini da |E| ile gosterelim.

Negatif olmayan tamsayilar kiimesine Ng dersek,

o saman E = {az -+ by : z,y € Ng} olur.
[No\ E| < oo oldugundan, (a,b) = 1 ¢kar. Simdi
No\ E| = }(a ~1)(b — 1) oldugunu gdsterelim.
Birinci . dérdiildeki . tamsay: koordinath

noktalara T diyelim. m € E ise, az +by = m
dogrusu Ustiinde 7T"’ye ait bir nokta bulunacaktir.
Eger (a1, y1),(z2,42) € Ty ax1 + by = m . ve
azs + by = m ise, o gaman =z, = &g + bi
(t € Z) olur. ax + by = m istiinde 7T’ye ait
ardigtk iki nokta arasindaki yatay mesafe de b
olur. Dolaymsiyla m > ab ise, b < 2 oldugundan
m € E bulunur. Bger 0 < m < ab ise,
B < b-olacagimdan; ax + by = m istiinde T’ye
ait en fazla bir nokta bulunabilir. ' Dolaysiyla
{(z,y) €T : 0 < ax+by <ab} ile EN[0,ab)
kiimeleri arasinda birebir esleme vardir. Simdi
{(z,y) 10 <2 <b 0<y< a} bdlgesinde
T’ye ait (a+1)(b+1) nokta vardir. O halde elde
edilemeyen toplam puanlarin sayisi,

ab— W)___g = _i;(a — 1)(1)._ 1)

2 2

dir.

~ Verilen bilgiye gére 70 = (a—1)(b— 1) dir.
70 =1-70=2-35=5-14 = 710 seklinde
yazlabilit. @ > b ve (a,b) = 1 oldugundan, ya
a=171 veb=2,yada g=11 ve b = § ola~
caktir. Ancak 58 = 71-0429-2 ve 58 ¢ E
oldugundan a = 71 ve b = 2 olamaz. Ote yan-
dan 11z + 8y = 58 dogrusu ustinde 7Vye ait

eleman yoktur. Sonug olarak, oyunda alinabilen
puanlar ¢ = 11 ve b = 8’dir.

4. E = {zbc+yca+tzab:z,y,z € Ng} olsun.
Farzedelim ki 2abe—ab—bc—ca = zbec+yca+zab
olacak bi¢imde z,y,z € Ny bulunsun. O zaman
2abe = (z + Dbe + (y + Vea + (z + ab gkar.
Ancak (a,b) = (o,c) = d oldugundan, a |z +1
elde edilir. Benzer bicimde b |y+ 1 veec|z+1
olur. O zaman da ‘ ‘

2abe={z+ Dbe+ (y + 1)ca + (2 + 1)ab > 3abe

olur. Dolayisiyla farzedisimiz yanlhgtir.

Simdi n > 2abe —ab — be — ca ise, n €
E oldugunu gosterelim. a,b pozitif tamsay: ve
(a,b) =1 ise,

max(Z\{a:c+by:$,y€No})=a€5—a~5 ‘

dir. b= 1 veyac= 1ise n € F oldugu kolayhkla
goriilir. &> 1 ve ¢> L olsun. b(c—1) > ¢—1,
yani bc — b — ¢ > =1’dir. a > 0 oldugundan
abc — ab — ac > =g olur. "Ama (a,bc) = 1
oldugundan; #,w € N olmak tizere, n = zbc+wa
geklinde yamlabilirve 0 <z <a—1ile w >0
saglanir. Buradan :

wa:n—xécZn»(a—-l)bc
; =n—abec+bc> abec—ab -~ ca
Cw>be~b—c

elde edilir. O zaman y,z € Ng igin w = yc -+ zb
seklinde yazilabilir. Boylece z,y,2z € N olmak
tzere n = zbe + yea + zba olur.
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i. Al,Ag,Ag,A4 ve Bl,BQ,Bg, nokta-
lanmmz olsun.  Biitiin' [A;4;] ve [B;B;]’leri -
(i # j) kirmziya, [A;B;] leri ise maviye boy-
ayalim. Toplam 9 kirmizi dogru pargasi vardir
ve istenen sart saglamr.  Simdi de 9’dan
az dofru parcasmni boyamakla istenen gartin

saglanamayacagini gosterelim.

Kirmizi dogru parcalarinin sayisimin 9’dan
az oldugunu farzedelim. 'O zaman dyle bir
nokta vardir ki bu noktadan en az dért mavi
dogru parcasi gkar. - Bu noktaya X diyelim.
Bu dogru pargalarindan dordiini ele aldigimizda
bunlarin diger uclarindaki” X3, Xz, X3, X4 nok-
talarim ikiger ikiger birlegtiren 6 dogru pargas:
kirmizi olimak zorundadir; yani [XX;] (¢ =
1,2,3,4) mavi ve [X;X;] (i # j, 4,7 = 1,2,3,4)
kirmmzidir. - Kalan noktalara 4 ve B diyelim.




{07 kirmz, [BX] ya da [BXy]
. [AXy], [BX,] ya da [AB] kirmum ol-
max zorundadir. O zaman da kirrmz dogru
parcalarinin sayis: sekizi geger.

2. Herhangi ¢ noktayr aldigimizda bun-

lar1 birlegtiren dogru parcalarindan en az biri

n=1

mavi olacak. n tekse, noktalan 231 ve 23l
elemanh iki kilmeye; n . ciftse; ~noktalan 5
ve % elemanh iki kiimeye ayiahm. Her iki
kiimenin noktalarmm kendi i¢inde mavi dogru
pargalariyla birlestirip kalan dogru parcalarm
kirmiziya boyayalim. O zaman kirmuz dogru
parcalarinin sayisi {n? /4| ’tiir. Bunun maksimum
sayr oldugunu tiimevarim ile gosterelim.

Ifadenin k& = 3 igin dogru oldugu
agiktir.  Ifadenin 3 < k < = igin de dogru
oldugunu varsayalim. n + 1 noktadan en az
bir kirmizi dogru parcasi giktigini varsayabiliriz.
(Yoksa kirmizi dogru pargalarimin says1 |(n +
1)?/4] *ten kiigik olurdu.) Bu dogru pargasinim
iki ucundaki noktalar digindaki n — 1 noktanin
birlestirilmesiyle elde edilen dogru par¢alarimin en
fazla [(n — 1)?/4] tanesi kirmundir. Bu iki nok-
tay: differ » — 1 noktaya birlestirirken en. fazla
n — 1 kirmiz1 dogru pargas: kullanabiliriz. (Her
ikisini de aynt noktaya kirmiz: dofru parcasiyla
birlestiremeyiz). O zaman maksimum say

0522 enr- 52

olur.

3.. Besgenlerden birinin kenarlarinmin hepsinin
aym olmadigin varsayahm. B, noktasinda iki
farkli renkteki kenar bulugsun:
dogru’ par¢alarindan {gii- aymi renktir ve bu
g¢tintin ikisi ardigtk A;’lere gidecektir. [B;Bs]
mavi, [ByBs] kimuz, [BiA;] ve [BiAy] mavi
olsun. [A14s], [A1Bs] ve [A2Bs] kirmiz ol-
mak zorundadir. Bu durumda da biitiin kenarlan
kirmziya boyanmig bir liggen olugmusg olur. De-
mek ki her iki beggenin de kenarlar kendi i¢inde
ayni renkli olmak zorundalar. :

Taban ve tavan besgenlerinin farkl renk-
lerde olduklarimi varsayalim. B;’i ele alahm.
Byt A;'lere birlegtiren dofru parcalarmin en az
ugl aynirenktfedir. Bu t¢ dogru parcasindan ikisi
ardisik kenarlara gider. [AyAs] kirmuz, [B14s)
e [B1As] maviolsun. [AsBs] ve [A3By] maviol-
k zorundadir. Aym zamanda [A3B3] de mavi
kliidir. Bu durumda da. biitiin kenarlar mavi
n- A A3By lcgeni olugur. O zaman taban ve

{

Bj’den gkan

tavan besgenlerinin tim kenarlan ayni renktedir.

4. p tane noktay: ikiger ikiger birlegtiren tiim
dogru pargalarinin kiimesine K, diyelim. K, ’ye
p kogeli tam graf denir. Ky’da toplam 36 dogru
parcast vardir. Elimizdeki gekilde Ky bulunu=
yorsa kenarlart ayni renk olan liggen de var de-
mektir. n, gekildeki dogru parcalarimin sayisi ol-
sun. n = 36 ise Ks vardir. n = 35 ise, eksik
dogru parcasimin iki ucundaki noktalar haricin-
deki 7 nokta Kg’y1 igerir. n = 34 ise [A;Ay] ve
[A3A4] veya [A1 As] ve [AzA3] harig, diger dogru
parcalar vardir. Ay, As, Az, Ag haric diger bes
nokta ve A4, Ks'y1olusturur.

n = 33 ise, en fazla 6 nokta difer nok-
talardan bazilar ile birlegtirilmemis olabilir. Bu
6 noktadan U¢it birbirleriyle dogru parcalan ile
baglantilidir. Bu iig nokta ve ilk bagtaki 6 nokta
haricindeki. {i¢ nokta Kg’yi olusturur.  n =
32 ise, Xy, Xy, X3, X4 ve X5 noktalarm,
{X)_Xz], [XQXS], [X4X5} ve {Xst’yl maviye,
geri kalan 10 dogru parcasini da kirmiziya boyu-
yarak birlegtirelim. - [41X,]’i bog birakarak ve
diger noktalardan X, ’e gizilen dogru parcalarinin
ayni renklisini A, ’e ¢izerek, A1 de gekle ekleye-
lim. A; ve X; ¢ifti igin yaptigimuz iglemleri ben-
zer sekilde once (As, X3) sonra (As, X3) ve daha
sonra da (A4, X4) ciftleri icin de yaparak A, As
ve A4’ de sirayla sekle eklemis olalim. Toplam
32 dogru parcas: kullanilms olup, hi¢ aym renkli
tiggen olugmamugolur. Ayni renkli dicgeni zorunlu
kilan en ki¢uk say1 33 tir.
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Bu . seminerdeki problemlerin ¢oziimleri
icin [1]’e bakimz.

Problem Semineri §5/13

1. (a) Gzelliginden fonsiyonun birebir oldugu
anlagihyor. (b)’de y = 1 almirsa,

F(f(2) = 2 () W

esitligi elde edilir. (b)’de y yefine f(y) alinca da

FFW (@) = 2*f(21() = 2* fzy) ()
esitligi elde edilir. (1)’de & yerine zy almnca

C f(f(zy) = @Y f(ay) Bt

esitligi bulunur. (2), (3) ve fonksiyonun birebir

olma ozelliginden f(z)f(y) = f(zy) bagmtis bu-

lunur. f(z) = z? fonksiyonunun biitiin sartlan
sagladigr goriiliyor..




Bir 2y degeri icin f(z1) =1 < 7 oldugu-
nu farzedelim. O zaman f(in) < f(2?) ve

f) = f(f(2)) = 2l f(e1) = 2y
< f(a?) = fz1)f(z1) = o2,

buradan da z%y; < y? ve dolayisiyla 2z} <y
celigkisi gikar. Aym sekilde higbir z; degeri icin
f(z1) > z? olamayacaf da gosterilir. Sadece
f(z) = 2? fonksiyonu vardar,

2. f e Aolsun. n = m
(F(0))® = 2f(0) olur.
F(0) = 2 gkar. m = 1 iken n € Z igin
F(n)f(1) = f(n+1)+f(n—1) elde edilir. f(1}) bi-
liniyorsa, bu bir indirgeme bagintis1 oldugundan
her n € Z i¢in f(n) bulunur.

(a) f(1) = 3% icin indirgeme bagntist
¢oztiliirse, f(n) = 2™+ 27" elde edilir.

(d) f(1) = /3 icin indirgeme bagmtis:
cozilirse, f(n) = 2cos(wn/G) elde edilir.

= 0 alirsak

3. Once o= f olsun. z = y alirsak ve te-
rimleri tek. tarafta toplarsak,

(E)"0-(2) ") o

ve 2,y € RT igin

@) _ )

e yO!

bulunur. . Dolayisiyla 6yle bir A sabiti vardir
ki flz) = Az®dir. A22%® = 2)(zy/2)®
egitlifinden dolayr A = 0 veya A = 27%’dir. Bu
. durumda iki ¢6zlim vardir.

Simdi- & # £ olsun. Fonksiyon egitliginde
zile y’nin yerlerini degistirip, yeni esitlikten eski
esitligi ¢ikarirsak

& (ka:“»‘ mﬂ)f(g) =" - yﬁf(i-)

elde ederiz. Yukaridaki gibi, A bir sabit ve z €
R*\ {1} olmak tizere, f(z/z) = A(z® — zP) bu-
luruz. Fonksiyon egitligini tekrar kullanip A igin
durumlarr incelersek, sadece f(z) = 0 ¢oztimiini
buluruz. R '

4. Kogulu saglayan bir f birebir olmaldir.
z =1 i¢in fonksiyon egitligini kullanirsak,

=)

f(0) # 0 oldugundan

bulunur. y = f(1/t) ise, y = 1/f(t)’dir. Bu-
radan her z € Q% icin f(zt) = f(z)f(t) bu-
lunur. Tim z,t € Q7 igin f(zt) = f(a)f(t) ve
F(F(z)) = 1/z kosullarini saglayan f fonksiyonu
denklemin bir ¢oziimudiir.

p;, J’yinci asal sayiy1 gostersin ve f’yi

 Di4t,
f(zvj):{ 1

—— - eger j ciftse;
Pj—1 .

olarak ‘tanlmlay‘*ahm.‘ Bu durumda
T epet) = (Fle))™ - (Fe))™

olur. Dolayisiyla bu f yukarida verilen iki kosulu
da saglar.

eger j tekse;

Problem Semineri 96/1 ‘

1. [AD] dogru parcasimin orta noktast F
olsun. DBA ve DCA aglan dik ag olduk-
larindan ABDC noktalarindan bir cember gecer.
F noktas: bu cemberin merkezidir. O merkezli
cember ile F merkezli ¢cemberin ortak kirigi olan -
[BC)’yi tagiyan dogru, bu iki cemberin kuvvet ek-
seni olup, merkezler dogrusuna, yani [OF] ye dik-
tir. [BC)’ye dik olduklarindan, [OF) ile D’den
[BCY’ye ¢izilen [DE] dikmesi birbirine paraleldir.
F, [AD]’nin orta noktast oldugundan O noktasi
da [EA]’nin orta noktasidir. 4,0, E ayni dogru
dzerinde ve |EO| = |OA| oldugundan, E ile A
noktalary O noktasina gore simetriktir. :

P
C

2. S c¢emberinin merkezine O diyelim. P

aradifimiz ozellikte bir nokta olsun.. D ve B, P

ve A’dan gecen ve birbirine dik olan ¢emberlerin
merkezleri olsun.  Oyleyse BAD agsi dik-
tir. BAD dik figgeninde Oklit bagintilarindan,
[AQI* = |QB||QD| olur. |AE| = |EO| da
dogrudur.. AOQ tiggeninde kenarortay bagimnti-
sindan, .

QO + QAL = 21QE[? + 2/0LT,



ve OBD ii¢geninde Stewart bagintisindan,

2 2 L .-
O B ~ 1a5l1QD| = 1QOF

bulunur. |OB} = |0OD| = R alinirsa,
R? = |AQ[’ + Q0P = 2|EQ|* + 2|EO*

v R? - 9|EO|?

QB[ = ——5—— |
elde edilir ki bu sabittir.  |OP| = 2|EQ|
oldugundan P’nin geometrik yeri S ile aym
merkezli bir ¢gemberdir.

3. Rasgele ¢ noktanin agirhk merkezi Gy ve
ortosantri Hy, kalan {i¢ noktanin agirlik merkezi
Gy ve ortosantri. Hy olsun.. O verilen ¢emberin
merkezidir.  Euler teoremine gére O,Gy, Hi
dogrusaldir ve O, Gy, Hy de dogrusaldir. Ayrica
[G1Ga], [H1H3) ye paraleldit. OG1 M ile OH\D
benzer tiggenlerdir; TMGy ile TDH; de benzer
tggenlerdir. Dolayiyla

IMGi| _ |MGal _ &
|DH,| ~ |DH,| — 32"
MGyl MGy [MT|
|DHi| ©— |DH,|  |TD|”

ve béylecg
|M G4 - |DH;| | MG - |DH4|
|MG,|  |DH| [MG1| — |DH,|

saglanir: Bunlardan ’IMGH = |MG,|, |DH{| =
|DHo|,

|MT|  |MGi| 1.

|TD| ~ |DHy| 3’
|TD| = 3|MT|,

1 _joM| . joM| _  |OM]
2~ |MD|” |MT|+|TD| ~ |MT|+3|MT)

ve |OM| = 2|MT| elde edilir.” M, [G1G2] nin
orta noktasi, G ii¢ noktanin, Gy diger ii¢ nok-
tamin agirk merkezi olduguna gore, M alh
noktamin agirhk merkezi olan sabit bir nok-
tadir. Dolaystyla T' noktasi, sabit OM dogrusu
iizerinde 2|MT| = |OM| olacak gekilde sabit bir
noktadir.

Hy

4. P,@Q,R,S noktalan

[PAl_d QB _a |RC|

d a |RC| b ISD| ¢
[PB] ~ b |QC| ¢ |RD| ™ d’ a

ISA] @

olacak sekilde secilirse, bu dort noktadan bir ¢em-
ber gecer. Bu oranlan sabit tutarak alinacak
bagka dort noktadan da es yaricapli bir cember
gecer. Bunu sdyle gorebiliriz: I, ABCD tegetler
dortgenin ictefet cemberinin merkezi olsun.

1P| = Vabed
(a+b+c+d)/2

saglanir. . Bu bagint: kosiniis, sinlis ve Stewart
teoremleri kullamlarak kolayca cikarilmaktadir.
P,Q,R,S simetrik noktalar olduklam ve |IQ]
uzunlugu sadece a,b,c,d’ye bagh oldugu-igin,
[IP| = |IQ| = |{IR] = |IS] bulunur. Dolayisiyla
bu dort noktadan (oranlar sabit kalmak tizere her
dort noktadam) bir cember geger ve bu ¢emberin
varicapt ABC D nin sadece kenar uzunluklarina
baghdir, yani yaricap sabittir.
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