ALISTIRMA PROBLEMLERI
Al131. a<b<c<digin
fz) =

fonksiyonunun alabilécegi en kigiik degeri bu-
lunuz.

|z — a| + 2|z — 6] + 3|z — c| + 4|z — d|

Al132. n bir tamsay1olsunve 1 <i<n

igin [*—f}, :7] arahiginda z; noktalar: verilsin.
z z z 1 1
,,1.+,._2.+.‘.+__ﬁ:.._§_»
n n : n 2 2n

egitsizliginin dogru oldugunu gosteriniz.
A133. y ekseni tizerinde sabit (0, k) nok-

tasinda dik kesigen iki dogru z eksenini A ve
[AB] iizerine kuru-

B noktalarinda kesiyorlar.
lan egkenar tggenin lglincl k0§esm1n geometrik
yeri nedir?
Al34. Bir ABC . iicgeninin B ve
C  koselerinden gecen c¢ember, AB ve AC
dogrularimi X ve Y noktalarinda kesiyor. XY
dogrusu BC dogrusunu bir Z noktasinda kesi-
yorsa, )
|BZ|
1zl —

oldugunu ispatlaymiz.

|X B| |AB|
lycoriacy

A135. Bir paraboliin odagl F', parabol -

uzerindeki bir nokta P, P noktasmin paraboliin
ekseni tizerindeki dik izdiiglimii @ ‘ve paraboliin
tepe noktast A ise, lPsz = 4|AF||AQ| oldugu-

nu ispatlayiniz:

YARISMA PROBLEMLERI

Y131. MATEMATIK sozcugundekl
harflerin timunu kullanarak, bunlarin geligiglizel
dizilimleriyle elde edilen anlaml, anlamsiz tiim 9

harfli sozciiklerden kag tanesinde iki iinsiiz harf

ard arda gelmez? (Nurettin Ergun)

Y132. Bir havuzun cevresinde saat
yoniinde sirayla 0- dan 60’a kadar numaralanmig
61 tane tag var. 0. tagin Gzerindeki bir kurbaga
once 1. taga, oradan 2. tagin ustinden atlayip
4. tasa, oradan 4 tasin birden iistiinden atlayip
9. tasa, ... seklinde sigrayarak havuzun gevre-
sinde dolaniyor. Kurbaga % 4+ 1’inci sigrayigta

saat yonlnde 2k tagin Ustunden atlayip bir son-
rakine sigriyor. Yeterince uzun bir slire so-
nunda kurbaganin lizerine basmadig tas kahr mi?
Kalirsa kag tane boyle tag kalir? (Albert Erkip)

Y133. Bir - paraboliin - herhangi - iig
tegetinin ikiger ikiger kesisme noktalan X,Y,Z
ise. XY Z c¢emberinin bu parabolin odagindan
gectigini ispatlayiniz.

Y¥134. Birbirinin diginda bulunan A ve
B merkezli iki cemberin ortak dig tegetleri bir C'
noktasinda kesigiyor. Ortak i¢ tegetlerden biri de
dis tegetleri D ve E noktalarinda kesiyor. CDE
cemberinin [AB]’nin orta noktasmdan ge¢tigini
ispatlayiniz.

Y135. A, B,C agilarimn Slgiileri sirayla
1,2,4 ile orantili olan bir ABC l¢geninin alanim
cevrel ¢cemberinin yarigap: cinsinden hesaplayiniz.

COZUMLER

Al121. \”/—: /64 /4 denkleminin gercel
¢Oziimlerini bulunuz. (Selma Atabey)
Céztim. Denklemi /4 sayisina bolelim.

9 —(3)% yo 6 =3 5
Z"(z) ve 7 = j oldugundan

-

AN E
( '2") :\/;Jf1

2/3]2 alisak, T2 —T'—1 = 0’dan

bulunur. T =
1T<+/2
Tip= 2\/—

kéklerini buluruz: 7> 0 oldugundan + igaretini
seger- ve ‘

o log3~log2
 log(1 ++/5) ~log2
buluruz. i
(CBzenler: Mustafa Akyiz, Ihsan Ay-

demir, Atasagun Baykal, Baris. Demir, Namik
Gék, Cemal Ozboja, Samanyolu Problem Grubu.)

- A122. Her n pozitif tamsayisi igin

(2n% +3n+1)" > 6"(n!)?



esitsizligini kamtlayimz. (Turgay Ugkun)
Coztim. 12,22 3% ... n? sayilarmm ge-
ometrik ortalamasi ¥/1222...n2 = (n!)?/"’dir.

Aritmetik ortalamas ise

124974 .42 (n+1)(2n+1) _ 2n?%+3n+1
n : 6n N 6
clur. Aritmetik-geometrik ortalama esitsizligin-
den - g
2n°+3n+1
N2n o 20 TIRT 2
(i < AIRH L
ve-dolayisiyla istenen sonug ¢ikar.

(Cozenler:  Atasagun Baykal, Baris
Demir, Celalettin Orhan, Samanyolu Problem
Grubu.)

A123. 0<r <1 geklindeki bir r rasyonel

sayisinin ondalik agthmi r = 0.z 2925 -+~ olsun.
PR S ol - e S o 2%
lim
70—+ 00 i

limitini hesaplaymiz. (Nurettin Ergun)

Coziim. Limitini aradigirmz ifadeye A,
diyelim. Rasyonel saydarin ondahk acihm devir-
fidir; o halde

r=0.2122 - 2 W07 Um

: nde yazilabilir. 0 <¢ < m— 1 olacak sekilde,
n=km+ ¢ diye yazalim.

otz | kgt 4um)
An = +

n n
+ Y+ Yot Ygoy
n
aktir. n bliyidikee ilk terim ve son terim

; n/k orami ise m’ye gideceginden, aranan

Vitya+---
m

+ Ym

b

evirli kismin rakamlarmn. ortalamasi ola-
ir. Burada bazm sayilar icin aranan limitin
2 bagh olduguna igaret edelim. r = & i¢in
0.10 yazarsak limit sifir, r = 0.09 yazarsak

Zmnit dokuz olacaktir. .
(Cozenler: Emre Alkan, Ihsan Aydemir.)

A124. Kenar uzunluklari a,b,c,d olan
nerkezli bir dortgenin alanmmin S = +/abed
unu gosteriniz.

(Hem cevrel hem de icteget cemberi olan
Gir dortgene iki merkezli déorigen ady verilir.)

Coztm.  Tegetler dortgeninde karsilikl
kenarlarin toplami esittic. a -+ ¢ = b+ d, yani
a—d = b - ¢’den kare alarak

‘a® + d? ~ 2ad = b? + ¢ — 2bc (1)
bulunur. Kirigler dértgeninde kargihikla agilarin

toplam 180°’dir. ABD ve DBC iicgenlerinde
kosiniis teoreminden

|BD|? = a®+d? — 2ad cos A = b+ ¢% — 2bc cos C,

ve cos U= cos(180° — A) = —cos A oldugundan,
2 a2 32 .2

a®+d* —2adcos A =b%+ ¢+ 2bccos A (2)

gikar. (2)’den (1)’i gkarirsak

ve

Vabed
sin A = /1— cos?A = 2V0bed (3)

ad + be

bulunur. Dértgenin alant ABD ve DBC"iicgen- -
lerinin alanlannin toplami, yani

sin A

S= %adsinA + %bc sinC = (ad + be)
sayisidir. (3)'ten S'=/abed gikar.

(Cozenler: Emre Alkan, Atasogun Bay-
kal, Namik Gok, Cemal Ozboga, Samanyolu Prob-;
lem Grubuy, Muhsin Yimaz.)

A125.  Bir ABC iicgeninin kenarlar:
a,b,c, ¢evrel cemberinin yaricapy R olsun. ABC
dar aqh ise, a® 4+ b + ¢ > 8R? oldugunu
gosteriniz. (Frgin Yaraners)

Coztim. Cevrel ¢emberin:B noktasindan
gegen capl [BA'] olsun. B agsi dar agq ol-
dugundan AA'C agsi genig ag olur ve bu-
radan [AA'[* + |A'C|? < b bulunur. Diger
taraftan BAA' ve BCA’ birer dik liggen olup
A +|AA]? = 4R? ve a® +|CA')2 = 4R? saglanir.
Dolaylslyia

a? + b2+ c? > a4+ 2+ |AA P+ |CA')? = 8R?

cikar.

(Cozenler:  Atasagun Baylcal Namik
Gok, Ulki Oztas, Samanyoluy Problem Grubu.)



Y121. 2m — 1 < n olacak sekildeki n, m
pozitif tamsayilar icin

(2n3?-1> - 2[(2757—1>-+'<2w;i-2> (2)
+@419<9+
4 () ()

oldugunu gosteriniz. (Nurettin Ergun)

Coziim. Esitligin sol tarafi (1 + z)?"
carpiminin agiliminda 22™~Vin katsayisdir. Bu
garpim1 (1 + 2)"(1 + )" seklinde hesaplarsak,
2?1 elde etmek icin ilk carpimdan z?m—k
ikincisinden de 2*’li terimleri carpmak gerekir.
(1+42)" aghminda z* 'nin katsayisina ¢ diyelim.
0<k<m—1vem<k<2m—1 arahklanindaki
terimler simetriden dolayi sirayla birbirlerine esit
olacagindan, z?™~1’in katsayis

2(C2m—-1CO + com~2¢1 + -+ Cmcm——l)

olur. (7) oldugundan, bu bize aranan
esitligin sag tarafim verir.

Cp =

(Cozenler: Atasagun Baykal, Samanyolu

Problem Grubu.)

Y122. Bir ABC itggeninde @,b,¢ kenar
-uzunluklarl, r icteget cemberin yaricapi, 2s =
a+b+4c, p=ab+bc+ac ve S liggenin alam
olsun. ABC tggeninin bir dik liggen olmasi igin
gerek ve yeter kosulun

‘ 2
r’ —sr? 4+ (p— s%)r - S?:O

oldugunu gosteriniz.
sorusundan tiretildsi.)

Coziim. Bir ABC liggeninde A agsmnin
dik olmas: i¢in gerek ve yeter kogul r = s — a
olmasidir. Bunu b ve ¢ kenarlam icin tekrar-
larsak, ABC ii¢geninin dik olmast icin gerek ve
veter kogul

(r=(s=a)r=(s=B)(r = (s~ ) = 0

olmasidir. Bu son ¢arpim agilip gerekli sadeles-
tirmeler yapilinca istenen kosgul elde edilir.
(Cozen: Aatasagun Baykal.)

{Selma Atabey’in bir

Y123. N > 2 bir tamsayl ve n = 3N ise,
diizglin bir n-génde uzunluklarimmn fark: bir ke-
narnn uzunluguna esit olan iki kdgegen oldugunu
gosteriniz. (Ferit Oktem)

Coziim.  Diizglin bir n-genin bir kenan
2sin -, kogegenlerl ise £ = 2,3,...,n — 2 igin

2sin %"— uzunluklar: ile orantilidir.

e
2n

kw jw k+7

sl —— — §1n = = 2 cos T sin
n n

oldugundan, & —j = 2 ve B % segebilirsek

istenen kosgul saglanir. n ="3N oldugundan;,
k=N+1ve j=N ~—1 bulunur. N > 2 ise is-
tenen saglanacaktir. N = 2 i¢in ise bir kdsegenle
bir kenarm fark: bir kenara esit olacaktir.

(Cozenler: Atasagun Baykal, Samanyoly
Problem Grubu.)

Yi124. (z — 1)"(22% + 1)" carpiminin
agilimt Ag + A1z + Agz? + - + Agpz® olsun.
Ag+ Az + Ag+ - - -+ As, toplaminmi hesaplaymiz.

Coztim. Verilen polinoma P(z) diyelim.

2 . 1.3
w:cos—37£+i81n~§—:———2-+z——\§-
igin w? = —1 —é%—g = @ ve w® = 1 oldugu

goriiliir. (@, w’nin karmagik eglenifi demektir.)
O halde 14w + (W% = 14141 = 3,
14 WSkt 4 (W22 = 1w+ w? = 0 ve
14+ wBh+2 4 (W2)%42 = [ 402 4w = 0 saglanir.

3n o )
P(1)+ P(w) + P(w?) = ZAj(l o (wQ)’)
j=0 ‘
=3(Ao+ Az + -+ Aszn),
ve dolayisiyla

~ P(LHY+ P P(w?
Ao+ Az + -+ Agp = W+ (;:)+ )

olacaktir. Ote yandan P(1) =0,

P(w) = [(w = 1)(2* + 1)]"
=20~ 4w -1
= [-2w? +w+1"= (=3w?)n

P(@) = P(@) = P(w) = (—3w2)* = (—3w)”

;old‘ugundan,

P(1) + P(w) + P(&?) = (=3)"[w" + ]

bulunur. 7 = 3k ise W™ +w?™ =2 ve de n # 3k

ise w" +w?" = w+w? = 1 olacafindan, aranan
toplam
n=0 (mod3) ise  —2(-3)"71,
n#0 (mod3) ise )

olacaktir.
(Cbzen: Murat Aygen.):



Y125. 1 0 0 - 0 0 (n+1)

192 0 - 0 0 (n+1)?
BOSGET o o a0
: 1 2 p—2
1y Cp Cp (n+ 1)
1 Cf“ Cg+1 . Cp+1 C;Pri (n + 1)p+1

seklinde tanimlanan f, fonksiyonu i¢in f,(n) = 1+ 2 + 37 + -~ + nP oldufunu gosteriniz. (Tamer
Adanar)

Coziim. Bilindigi gibi
Cm—(m>” m! mim—1)-(m—-k+1)

F\k) T R (m—k)  k(k-1)--2-1

demektir. Once fo (n) fp(n = 1) = n? oldugunu gosterehm Determinant fonksiyonu matrislerin
satir ve siitunlarina gore dogrusal oldugundan,

10 0 - 0 0 (n+1)—n.
; 1 2 0 e 0 0 (n+41)2 =
fp(n) = fr(n—1) = 1| P : :
p(n) — fp(n—1)= (-p- T L (p;l) (p;l) (g:; 0 (n41)P~1 — pr-t
L@ G o Gl GR) D en
L) ) e G Q) o
elde ederiz. Simdi k = 1,2,...,p iken sirayla k’yinci siitunu —n®*~1 ile carpip p + 1’inci siituna

ekleyelim. Determinantin degeri degismesz; ayrica’

(n+1)p+1—np+1~1—n<p+l>-n2(p+1>w-~-—np‘1<p+]) = <p+1)np,
1 2 p—1 p

(v 17 = = 1-n(?) _nz(g)’_...;_nw(pfl) =0,

ve benzer §ekﬂde digerleri de sifir olur. Boylece

1 0 0 0
‘ 1 2 0 0 0 0
. 1 : : :
fp(”) ”.fp(" =1)= (p+ 1)! (p- ) (p- (Z é) 0 0
L@ @G () ()0
1 G TR G 40 IR ey B GtV B G L

haline gelir. Kosegeninin iistiindeki biitiin elemanlar: sifir olan boyle bir matrisin determinant k6§egén
elemanlarimin ¢arpimidir. Buradan derhal

fp(n)mfp(n-l):(pil)ﬁnp(PJ;l)(pﬁl)(i:;)...2.1:E_Zi‘;_}%:np

“elde edilir. Bu indirgeme bagmtisiyla fp(n) = n? + (n— 1) 4422 4 17 4 f,(0) olur. Ote yandan
f»(0)’a bakilirsa, birinci ve p + 1’inci situnlar ayn oldufundan, £,(0) = 0 qkar. Sonug olarak
fo(n) =174 27 + ... 4 nP buluruz. ~

(Cozen: Emre Alkan.)




