A. Tanum

Gama fonksiyonu, 0 < z < oo degerleri
icin Euler integrali dedigimiz

. >
I'(z) = f " teTtdt
0

integrali ile tammlanir. Once bu ifadenin ne de-
mek oldugunu anlamaya ¢aligalim. 2—1 bir gergel
say1 oldugundan, t°~! ifadesi e®>=DInt geklinde
tammlanir. Bunun igin de ¢’nin dogal logaritma-
mn tanim kimesinde, yani ¢ > 0 olmas: gerekir.
Yani aslinda o

f(t) 2ot tx-le-t

“fonksiyonu ¢ = (’da tanimsizdir. Fakat az sonra
bunun Oneminin olmadigini gorecegiz. Ayrica
t > 0 iken f(#) > 0’dir ve e < 1 gergeklenir.

Hemen akla gelen ikinci soru bu integralin
sonlu olup olmadig, ciinkii iki sorun var: Hem
sonsuz uzunluktaki bir arahk izerinde integral
aliyoruz, hem de 0 < z < 1 iken- f(t) fonksiy-
onu t sifira (sagdan) yaklagirken simrsiz artiyor,
yani

lim 77l = oo

t—s 0+
oluyor. Gama fonksiyonunu tanimlayan integrali,
[ fonksiyonunun grafifinin altinda kalan alan
olarak yorumlarsak, bu iki nedenden dolay: in-
tegralin sonsuz gtkma olasiligi var. Ama z’i poz-
itif bir say1 almamuz biitiin bu sorunlar: ortadan
kaldirtyor; bunu agiklayalim. ‘

Yukaridaki integralle ne demek istedigimizi
daha agk yazalim. € ve M pozitif sayilar olsun.
Eger limitler varsa,

.
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demektir. Buradan f(t)’nin ¢ = 0’da tanimh ol-
masinin gerekmedigini hemen goriiriiz. Ashnda
z > 1 iken, f(t) fonksiyonu (0,1] araliginda

*ODTU Matematik Bolimii 6gretim fiyesi

sirekli ve sinirli oldugundan, itk integralde limit
almaya gerek kalmaz.

Simdi- I'’nin tanimindaki limitlerin varhigi-
nt gosterelim.
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Is:j[ t”‘le"tdt</ 2=t di
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fi=e x x
esitsizliginden, & > 0 iken I, integralinin, ¢ > 0
ne olursa olsun, 1/z ‘ile' iistten smirh oldugunu
goriiriiz. € — 01 iken, pozitif bir fonksiyonun
gittikge bliytiyen bir arahktaki integrali oldugu
igin I, artar. Ustten smirhlik ve artanhk, z > 0
durumunda

lim I,
g—0+

limitinin varhgin gosterir. Bu hesaptan anlagil-
masi gereken, 0 < z < 1 olsa bile, ¢t — 07 iken
#*-1in simirsiz arttiy, fakat yeteri kadar yavas
arttig1 icin, grafigiyle = ekseni arasindaki alanin
sonlu kalabildigidir. , ,

Ja integralinin limiti icin su sonuca
ihtiyacimz olacak: '

Onerme 1. n ‘negatif olmayan bir tamsayi ve
t >0 ise,

s ﬁ+ﬁ+ﬁ+..,+ﬁ :‘1+tg<+t_2_+..‘v+ﬁ
or - 11 2t n! 2 n!

saglanir.

Ispat. Timevanm kullanacagiz. n = 0 iken

0''= 1 diye tanimlanz. O zaman t > 0 iken
e! > 1 olacagr agktir. Egitsizlifin n = k igin
dogru oldugunu kabul edelim ve ¢ > 0 i¢in
. t2 ik+1
Miy=el =1t — = — v .
) =e 7 EF 1

tammlayalim. hA(0) = 1’dir. Ote yandan
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t > 0 iken tliimevarim varsayimi geregi pozitiftir;
yani A(t), ¢t > 0 arahiginda artandir. ¢ = 0’da
1 degerini alan ve pozitif sayilarda artan bir
fonksiyonun, orada negatif veya sifir olamayacag
agiktir. Bu Onermenin 6zel bir hali negatif ol-
mayan n tamsayilar i¢in
n
t

1
e > —
n!

(t>0)

esitsizligidir. ; O
Artik Jpr integraline bakabiliriz. n bir po-

zitif tamsayi olsun. Onerme 1’den

1 n!
—t
e " = ;t— < t—n‘ (t > G)
ve sonra da ’
1 n!
t*'le t < E‘m (t > O)

gikar. Verilen bir 2 > 0 i¢in n > 2 saglayan bir
n pogzitif tamsayis: secelim.
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egitsizligi, Jas integralinin, M >0 ne olursa ol-
sun, ;{—i'? ile tistten sinirl oldugunu séyler. M —
oo iken Jy ayni zamanda arttigindan,

T=n __ 1)

lim J
M—o0 M

limiti vardir. Bu hesaptan da anlagilmas: gereken,
t — oo olsa bile ™" ’nin sifira inig hizinin #*~1’in
sinirsiz artig hizini, t°~e~""nin grafigiyle z ek-
seni arasindaki alanmi sonlu yapacak kadar etkili
bir bigimde bastirdigidir.

Boylece & > 0 icin gama fonksiyonunun iyi
tanimlanmus eldugunu gostermis olduk.

B. Temel Ozellikler

Sunu biliyoruz: ¢ > 0 igin f(¢) pozitif
oldugundan, z > 0 i¢in I'(z) de pozitiftir.

z = 1 i¢in gama fonksiyonunun degerini
hesaplamak kolaydiz:

M

-t . M
dt = lim [—e
¢ Ml——»oo[ e lo

oW = ym_ [

lim [1—e M) =1.
M— 00

Ote yandan TI'(z + 1) = Jo t%e"tdt olur. Bu
integrali z > 0 icin parcal integralleme yoluyla
hesaplamaya caligalim. « = t® ve dv = e~ ' dt

dersek, du = zt* "1 dt ve v = —e~? olur. Boylece
M
Te+1) = lim et dt
e—0% Jo
Moo
t=M
= lim {—txe"t}
e—0t t=¢
M -0
M
+z lim e dt
e—s0F 4
M—oo
= lim e%e¢™° — lim M%e ™™ 4 2T (z)
e—0+ M —o00 )
olur. Birinci limit acikca 0’dir. Ikinci limit

de 0’dir; bunu gormenin bir yolu 2’i sabit
tutup' M’yi degisken olarak diigiinerek M</eM
tzerinde L’Hopital kuralim [5] uygulamaktir.
Elde ettigimiz

I'(z+1)=2l(z)

esitligi gama fonksiyonunun fonksiyonel denkle-
midir.

Simdi z’1 bir n poszitif tamsayisiolarak se-
ger, fonksiyonel denklemi kendisinin sag tarafin-
daki I'(n)’ye uygularsak I'(n+1) = n(n—~1)T'(n—
1) buluruz; sonra bu iglemi sag tarafta T'(1) =
cikana kadar tekrarlarsak

I'n+1)=n! (n=0,1,2,..)
buluruz. Bu bize, yalmizca dogal sayilarda ta-
niml olan faktériyel igleminin gama fonksiyonu
aracihfiyla biitiin pozitif gergel sayilara genigle-
tildigini s6yler.

Peki, gama fonksiyonunu pozitif olmayan
sayilarda da tamml kilabilir miyiz? Evet, hem
de yukanidaki yolla. Bir n pozitif tamsayis: ah,
fonksiyonel denklemi I'(z + 1) yerine T'(z + n)
i¢in kullanir ve bu iglemi sag tarafta I'(z) kalana
kadar tekrarlarsak, her = >0 icin

Iz + 1) = (e4n—1)(o+n—2) - (w+D)2T (),

: T'(z+n)
I(e) = (@+n-1)z+n-2)- (a4 1)z

elde ederiz. ~-n<z< -n+lise0<z4+n<l
olur ve I'(¢+n) tamimhdir. O halde son denklemi
gama fonksiyonunu —n < 2 < —n + 1 arahfinda



tamimlamak igin kullanabiliriz. Kala kala sifir
ve negatif tamsayilar kaldi. Bunlar icin yapacak
bir sey yok, ¢iinki son denklemin sag tarafi bu-
ralarda anlamsiz, ve gama fonksiyonu buralarda
tammsiz kalacak, ¢inkl z sifira veya negatif tam-

viya yaklagtiginda bu denklem |I'(z)]’in sinirsiz

arttigin1 da soyliyor.

Aslinda en Dbasta gama fonksiyonunu
valmizea (0,1] arabifinda tamimlamak yeterdi.
T{z + n) icin yukarida verdifimiz denklem
sayesinde, tamm aralifint (n,n-+ 1] tipindeki
m-araliklara, yani biitlin pozitif gercel sayilara

senigletebilirdik.

-
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Sonug 2. Gama fonksiyonun tamm kimesi T,
sifir ve negatif tamsayiar disinda kalan biitin
gercel sayilardir.

i : 2 \
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ey y =@}, = = =1 ()

Diger bir 6nemli 8zellik igin, bir 1 < p < oo
ve bunun eglenigi ¢ ile Holder. esitsizligini [4]
gama fonksiyonunun tanimindaki integrale uygu-
layalim: 0. < =,y < oo olsun ki I'(z) ve T'(y)
- porzitif ks ve logaritmalarimi alabilelim.
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¢ikar.  Her iki tarafin logaritmasini aldigimizda,
logaritma artan bir fonksiyon oldugundan esitsiz-
lik korunur. Logaritmay: carpma Uzerinde top-
lama olarak dagitip a,b > 0 icin Ina® = blna
ozelligini kullanirsak,

hw(f + y) < imr@)+ Linrg)
r g p q

elde ederiz. Bu ise InT fonksiyonunun digbiikey
(4] olmasi demektir.

C. Garpim Formiilleri ve Sonuclar:

Asil ilging olan, gama fonksiyonunun,
simdiye kadar verdigimiz ii¢ temel &zelliginden
kesin olarak belirlenmesidir [2]:

Teorem 3. g, tanim kimesi (0,00) araligin
igeren pozitif degerli bir fonksiyon olsun. Eger

(a) g(1) =1 ise,
{(b) g(z+1) = zg(z) saglaniyorsa, ve
(¢} Ing dighiikeyse,

o zaman ¢ ‘nin tammli oldugu her x icin g(z) =
T(z) tir. ‘

ispat. Yukaridaki li¢ ozelligi saglayan yalnizca
bir fonksiyon oldugunu gosterecegiz. = Gama
fonksiyonu da bu li¢ dzellige sahip oldugundan,
o bir fonksiyon gama fonksiyonu olacaktir: (b)
ozelligi sayesinde, g’yi bir kere (0, 1] aralifinda
belirlersek, tanimli oldugu her yerde g belir-
lenmig olacaktir.

h = Ing olsun; o zaman A(1) = 0’dw
ve h digbiikeydir; ayrica 0 < ¢ < oo i¢in
h(t -+ 1) = h(¥) + Int saglanir. Bu esitlik t = n
diye pozitif bir tamsayr ahnip tekrarlandifinda
h(n+1) =1In(n!) verir. Birkere de t =n+ 14z
alinip tekrarlandiginda :

h(n+1+2) = h(z) + Infz(z + 1) - (2 + n)]



verir. $imdi 0 < z < 1 alalim. [4]’teki Onerme
Yia=n+1,b=n+1+4+zvec=n+2 alp
h’ye uygularsak,

h(n+1+4z)=h(n+1) P h(n+2)~h(n+1)
: = In{(n + 1):?) = In(n!)
= In{n +1)

elde ederiz ki bu z = 1 halinde de = olarak
gegerlidir. 0 < z <1 alip [4]’teki Onerme 4%
birdefadaa=n,e=n+lveb=nt+1l+zile
uygularsak,

h(in+1+g) - h(n +1) S p(n+1)— p(n)
z - 1
= In(n!) - In((n — 1)}
=lnn

elde ederiz. Son iki esgitsizlik birlikte

Inn

L hrt142) — hn+1)

- ;
. <In{n+1)

verit. Daha once A(n+ 1+ ) ve h(n+ 1) icin
elde ettigimiz formiilleri burada, yerine koyar ve
logaritmanin bir zelligini kullanirsak

lnn < M@tz +]) - (e4n)/n]]
x

< In{n+1)

buluruz. Simdi z ile ¢arpip, zlnn gkartip, gene
logaritmamn 6zelliklerini kullanip sadelegtirirsek,

nin®

osh(w)~ln[m] Sx]n(i‘L%)

¢ikar. Logaritmanin sireklilifinden, sag tarafin
n — oo iken limiti 0’dir. Dolayisiyla ortadaki
ifadenin de n — oo iken limiti 0°dir; yani h
kesin olarak koseli parantez icindeki ifadenin k-

miti olarak belirlenir. Logaritmanin birebir fonk-'

siyon olmasi g’nin de kesin olarak belirlendigini
gosterir. _ ~ O

Ispatin sonunda T igin elde ettigimiz_

Gauss formulini yazalim:

nin®
I'(z)y= kL
=) nlggo\ z(z+1)-(z+n)

0<z<1).

Bu formiiliin her z € T i¢in gegerli oldugunu
gormek igin,

k nin®
z(z+1)--(z+n)

& o) =

diyelim.
n
rn(x -+ 1) = m :an(a:)
z+n+11 :
Fpn(z) = B Ta(z+1)
olur. n — oo iken bir z # 0 icin bir tarafin

limiti varsa, diger tarafin da vardir, yani Gauss
formiiliindeki limit, = # 0 icin varsa, z + 1 igin
de vardir, ve de £ 4 1 icin varsa ve = # 0 ise,
z igin de vardir. Ozetle, G(z) ile gosterecegimiz
limit her z € T igin vardir, G(z + 1) = 2G(z)
saglamir, ve 0 < z < 1 igin G(z) = D(z)’tir. G
tek oldugundan, G ile I', T kiimesinde ¢akisirlar.

Su onerme I'(z) icin degisik bir formil elde
etmemizde yararh olacak:

Onerme 4. lim (14—-;—+1+~--+;11——-1nn>

n-—+00 3
Iimiti vardir.

Bu limit v ile gésterilif ve y’ya Euler-
Mascheroni sabiti denir.

. 11 1
Ispat. C, = 1+§+§+-~+;®———»lnn ve

Dy, = Cy — 1/n dersek, her n =1,2, .. i¢in

1 1
Crt1 -Cp = n+1—1n(1+;>,

Dn+1-Dn:—1——ln(1+—1—> .
n :

n

oldugunu goriirtz.
d 1 '
a—;(lnx) == (z>0)

oldugunu biliyoruz. Her iki tarafin 1’den 2L ’ye
kadar integralini alirsak,

(n + 1) : / = e

In = —

n 1z

buluruz.. 1/z fonksiyonunun [1,“"—#1} araliginda
aldiga en biiyik deger 1, en kiigik defer ise
737 dir. Bu degerleri araligin uzunlugu olan 1/n

ile carparsak, yukaridaki integral icin-alt ve iist
sinirlar bulmusg oluruz: ’

1 1 1 '
—_—— I+ - )<= =1,2,...).
n+1‘__ln<_\+n>h_ - (n= ‘?2, )

Bu- esitsizlikleri {C,} ve {D,} dizilerinin fark
formiilinde kullanirsak, her n icin

1 1
-0 < ——
Cnt1 C “n+l. n+4l
‘Dn+1——DnZ~1~—-~1~=O
noon

>



cikar; yani {C,} azalan bir dizi, {D,} artan

bir dizidir. Tamimlarnndan her n i¢in D, < C,
bir alt sinir oldugunu gorliriiz. Azalan ve alttan
siirh dizilerin ise limiti vardir (ve bu limit en
buytk alt simirdir). o

Simdi Ty, ()1 tanumlayan ifadede n® yeri-
ne egiti €*'™" yazalim. Sonra n! ifadesini 1/n!
olarak paydaya tagidiktan sonra, '¢arpanlarini
sirayla (z+1)(z+2) - - (z+n) nin paydasi olacak
sekilde dagitalim. Sonra da T'y(x)’i

1T = e__l_‘e_l‘/2 e .gxez/Q . ‘ex/n
ile ¢arparsak elimize
ewlnﬁe—za-—x/n L _e—x/n
— : T, z/2  z/n
Ln(z) = r+laz+2 w+nee e
1 2 n

gecer. Buradaki biiyiik kesirin payin: tek bir tistel
fonksiyonda birlestirebiliriz. Ayrica paydadaki
Ztk Yesirlerini de 1+ z/k seklinde yazabilir ve
her birini e®/ ile beraber diigiinebiliriz. O zaman

Th(z) ifadesi

ez/k

1 1 SN E
- Innel-—=_...2=
xexp[m(nn 1 5 n)]gl-{-x/k

halini alr. Burada [], carpimi gosterir; exp(-)
ise e() demekten baska bir sey degildir. Onerme
4 sayesinde, n — oo iken, yuvarlak parantez
icindeki ifadenin limitinin —v, sol tarafin limi-
tinin ise 7"deki z’ler i¢in I'(z) oldugunu biliyo-
ruz. O zaman her # € T ig¢in, n — oo iken
sagdaki ¢arpimin da limiti vardir; dolayisiyla

1 ok
T(z) = e~ 2 | _.zlk
(1'/ € gcni»n;on_ioox—{-ke

1= k
e z/k
¢ mEm%—k‘e

olur. Bu esitlik Weiersirass carpim formalidiir.

Yukanda {C,} dizisinin limiti olarak
tanimladigimiz y’nin ne buylklikte bir say:
oldugu hakkinda biraz fikir verelim. Her seyden
once {D,} dizisinin de limiti vardir ve bu limit
7y ’dir, ¢linkd. iki dizinin terimleri arasindaki fark

(z€T)

sadece 1/n’dir ve bu 0’a yakinsar. {D,} dizisi

artan oldugundan, v onun en kiigik iist siniridir.
Dolayisiyla her n i¢in D, < v < C, saglanir.
Dy = 1—-In2 > 0’dir, ¢iinkii 1 < 2 < e

ve Inl = 0 < In2 < 1 = Ine’dir... Ayrica

Coy = % ~1n2 < 1’dir, ¢linkii In2 yaklagik olarak
0.7°dir. Boylece 0 < v < 1 oldugu ortaya ¢ikar.
n’yi buiylk secerek v i¢in daha dar araliklar bu-
labiliriz. « i¢in yaklagik bir deger 0.57722’dir.
Son bir not: +’nin rasyonel mi irrasyonel mi bir
say1 oldugu bilinmiyor.

D. Beta Fonksiyonu

Bir bagka Euler integrali de iki degiskenli
br fonksiyon tanimlar. Beta fonksiyonu, z > 0
ve y >0 degerleri igin

1
B(z,y) = / 1 =) e
0

integrali ile tammlanr. 0 < 2 < 1 ve 0 <
y < 1 iken, bu integral de gama fonksiyonunu
tamimlayan integral gibi limitlerle verilir, ¢linki
t*~1’den dolay: 0’a yaklagirken, (1 — ¢)¥~1’den
dolayr da 1’e yaklagirken sorunlar vardir. Bu
sorunlar gene gama fonksiyonunda yapildigi gibi
agilir.

Integralin i¢indeki ifade pozitif oldugun-
dan beta fonksiyonu da pozitif degerlidir; o
zaman logaritmasimi almamizda sakinca yok-
tur. y’yi sabit tutup z’e degisken olarak bak-
tigimzda, tipki gama fonksiyonu igin kullan-
digimiz yolla, InB’min da digbtikey oldugunu
goriitiz. B(l,y) = 1/y de kolayca hesaplanir.
Beta fonksiyonu i¢in de bir fonksiyonel denklem
cikartalim,

Bz +1,y) = /01 (%)z(l — )Pl g

yazar,

u= <~—t——-) . _.ve dv=(1-1)"""1at
Al—t
diyip; par¢ah integralleme yaparsak,

z
Bz +1,y) = ——B(z;
( W= B@Y)
elde ederiz. Biitiin bunlann ayrintilarini okuyu-
cuya birakiyorus.

Simdi sabit bir y > 0 alp,

_T(z+y) \
g(z) = 'T@)—B(f:y) (z>0)
fonksiyonuna bakahm. g(z + 1) = zg(z) ve

g(1) = 1 oldugunu hemen goriiriiz. Logarit-
ma carpimi toplama cevirdiginden ve digbiikey



fonksiyonlarin toplami da digbukey oldugundan
[4] (y’nin ve boylece T'(y)’nin pozitif bir sabit
oldugunu unutmayalm), Ing’nin de digbiikey
oldugunu anlariz. Artik yapilacak en dogal sey
Teorem 3’1 uygtlayip, her z > 0 ic¢in g(z) = T'(2)
yazmaktir. Bu da bize su ilging formili verir:

I'(z)C(y) /1 s=1(1_syu~1
M = 1=t~ dt (¢ >0, y>0).
el SR :
Bu formiilden daha bagka ilging formiiller

de tiiretebiliriz. Integralde 0 < ¢ < 1 oldugundan
sinf = t saglayan bir 8 vardir ve dt =
2sinfcos@df olur. O zaman gene pozitif z,y
igin

‘ RS

L(e)(y) = 2/ (sin8)2 " Y(cos )21 d¢

C Tz +y) 0

- gergeklenir. Simdiz =y = %« koyar, T(1) =1 ve
T' () > 0 oldugunu kulanirsak,

buluruz. (7 sayist yazida bir yerde ¢ikmahydi!)
Geri donup gama fonksiyonunun ilk taniminda
t = 5% degisken degisimini yapmak

I(z) = 2/ s2=1e=5" s (zeT)
0

verir. Simdi ¢ = % koyarsak,

/ooe’_szds:—\/j_—
~Jo

elde ederiz. 'y = e=s’ fonksiyonunun grafigi y ek-
seni etrafinda simetriktir; dolayisiyla s > 0 iken
grfigin altinda kalan-alanla s < 0-iken grafigin
altinda kalan alan birbirine egittir. Sonug olarak

[ etas=va

-0

cikar.

E. Turevlenebilme ve Digbiikeylik

Biraz da gama fonksiyonunun tiirevinin
olup olmadigmi aragtiralhim. - Fonksiyonel den-
klemden dolayr pozitif sayilara bakmak yetecek.
Pozitif sayilarda ise gama fonksiyonunun pozitif
degerli oldugunu biliyoruz, dolayisiyla logaritma-
sint alabiliriz. Logaritma siirekli bir fonksiyondur

ve bundan dolay: limitle yer degistirebilir. Loga-
ritmanin sonlu ¢arpimlan toplamlara ¢evirdigini
de biliyoruz. Diger bir bildigimiz, logaritmanm
iistel fonksiyonun ters fonksiyonu oldugu; yani
her gergel a icin Ine® = a ve her pozitif b icin
em? = b saglandifr. O zaman Weierstrass ¢arpim
formulinden
n

InT(z) = —yz —lnz+ nlgroxo In ,E

n .

' . z k
z—1 x+§3 ? _m(F
TETIET A Y

z/k.

€

z+k

!

il

elde-ederiz. Simdi tirev almaya caligirsak sagdaki
sonsuz toplam sorun. gikartmaya aday. - Sonlu
toplamlarin tlirevinin her bir terimin' tiirevinin
toplam oldugu dogru, fakat bu sonsuz toplam-
larda da gegerh mi?  Evet, efer tirevi elde
edilecek olan sonsuz toplam burada pek bahset-
mek istemedigimiz duzgun yakinseklik ozelligine
sahipse. Elimizdeki toplamlar i¢cin bu ozelligin
oldugu biliniyor ve her terimin ayri ayr tirevini
alip toplamamzda bir sakinca yok. Zincir ku- -
ralinin birka¢ uygulamasindan sonra

d - Tx)

Inl(z) = T(2)

dz
1 /1 1
“"7”E+kzzl(E'z+k)

1 & z ‘
_—7—;+§m (QZ‘>O)

buluruz. Duzgin yakmsakhk ozelligi tekrar tek-
rar tirev alsak da saglaniyor, dolaywsiyla gama
fonksiyonu sonsuz kere: tirevli ve

dm-1 (M)ziﬂw (m>2)

dem~1 \'T(z) — (z+ k)™

formili her z > 0 igin gecerli.. = Yukanda
yaptigimiz gibi fonksiyonel denklemler sayesinde
bu formiuli her z € T i¢in gecerli yapmak da
miimkiin.

m =2 hali biraz daha incelenmege deger,
¢linkii '

_1va_rwww>whw*

dz\T(z) ) (T(=))?



her zaman pozitif. Buradan her z € T" i¢in

T(z)I"(z) = (T'(z))2 > 0
M@(@) > @) 20

“gkar. Bu ise her z € T icin, I(z) ve T"(z)
sayilariin ya her ikisinin birden pozitif ya da her
ikisinin birden negatif olmas: demektir. |I'(z)]
fonksiyonunu diigtintirsek, - ikinci tiirevi hep po-
zitif olur. [4]’teki Sonug¢ 8’den dolay: |T'(z)]
fonksiyonu T iizerinde digbiikeydir. Dikkatli

bakarsak, T'(z + n)’yi veren formiilden, gama

fonksiyonunun igaretinin (—n, —n+1) arahiginda
(—=1)"’nin igareti ile ayn1 oldugunu goériiriiz; bu-
rada. n_bir pozitif tamsayidir. 'z > 0 iken
de T(z) pozitiftir. Dolayisiyla gama fonksi-
yonu. (0;00), (=2, =1),(~4,~3), ... arahklarinda
digbtikeydir; T’deki geri kalan arahklarda ise —T
digbiikeydir.

F. Sints Fonksiyonu igin Bir Bagint:

e S +1
2f 2 2
fonksiyonuna bakahm: Acikca g en az (0,c0)

araliginda tamimli ve orada positif degerlidir.
Aynica I'(z + 1) = 2T(z) ozelliginden

Baslangi¢ ola.ra;k

g(z) =

27t (41 z
2°. z+1\z [z
=57 (57)55() =200
saglanir. ‘

Ing(z) = (m?)f“‘m(fz) +in F(‘x?) |

ozdegliginde sagdaki her terim digbiikey oldugun-
dan, Ing disbiikeydir. O zaman ¢, I'’dan bagka
bir gey degildir (Teorem 3); yani

F<§>P(x+l) R (z)

ozdesligi, her iki taraf da tanlmh iken dogrudur;
~ buna da Gauss formiilii deniyor. Burada z yerine
-2 koyarsak,

1‘(1 ; aj)[‘(l - ;) = VAPT(1 - z)

elde ederiz.

gama fonksiyonu 1’de siireklidir.

Simdi ¢(z) = I(z)['(1 — z)sinrz fonksi-
yonuna bakalim. Bu fonksiyon sadece tamsay ol-
mayan gergel z’ler icin tammbhdir. # yerine 1—z
koyarsak

plz+1) =D(z+ 1)I(~z )sin(ﬂz‘-}— ™)
= zI(z) ra-
=TI'(#)(1 - z)sin 7z = ¢(z)

— )(— sinwz)

buluruz; yani ¢ periyodiktir ve periyodu 1’dir.
Az once elde ettigimiz bagintilar: kullanarak da

z z+1 z R T
o(5)e (55 )-f(5>1“(1“z)51“7
z+1 1—z\ - 7wz
T( 5 )F(—Q——)cos—z——

—\/"21 “T(z)y/7 2$I‘(1-$)

T T
-2 8in —— €O§ —
2 2

70(z)[(1 = z)sin7z
= mp(2) (+)

elde ederiz. Bu 6zdeslik de tamsay: olmayan z’ler
igin gegerlidir. '

Gama ve siniis fonksiyonlarl sonsuz kere
turevli olduklarindan, ¢ de oyledir, tabii z tam-
say1 degilse.

p(z) =.

=7T(1+ l‘)P(l —z)

II

F—(lé—*‘i)l‘(l —z)sinwz

sin wx

yazahm. Bu egitlifin sa tarafimin z — 0 iken
limitini alirsak #1'(1)21 = 7 buluruz, cinki
Eger ¢(0). =
7 diye tammlarsak, ¢ sifirda da- siirekli olur.
Diger tamsayilarda da aym limiti buluruz, ciinkil
¢ periyodiktir. O halde ¢’yi tamsayilarda
7 diye tammlarsak, ¢ biutiin gercel sayilarda
siirekli olur. Yukandaki egitligin tirevini alp
tekrar # - O iken limitine bakabiliriz. Gama
fonksiyonu 1’de- sonsuz kere tiirevli oldugundan
yalmz sinwz/7z ifadesinden gelen terimlerde 1i-
miti aragtirmak yeter. L’Hdpital kuralindan [5]
onlarin da limiti kolayca bulunur. Sonra tekrar
©’(0)’1 limit yardimiyla tanimlar ve periyodiklikle
biitiin tamsayilara genisletiriz. Ozetle, ¢ biitiin
gergel sayilarda sonsuz kere tirevlidir. Ayrica
tammindan 0 < 7 <1 i¢in ‘p(z) pozitiftir.
¢(0) = 7 ve periyodiklik sayesinde bu her gercel
sayida da dogrulamr. Boylece ¢ nin logaritmast
ahmnabilir. :



