ve bilimsel hayatimz da degistirdi. Teknolojinin
bilimsel hayatimizdaki etkileri matematigin yeni
bir yon kazanmasma neden oldu. Teknolojinin
ilerlemesine paralel olarak matematiksel uygula-
malarin teknolojideki yeri de artti. matematiksel
uygulamalarin teknolojide artmasi matematigin
igerigini ve ilgi alanim da degigtirdi.

Belki baglangicta felsefi olarak kabul-
lendigimiz ”matematigin etrafimizdaki diinyay:
anlamada bize yardim eden gizemli bir potan-
siyel sagladigy” gercegini simdi gok acik bir gekilde
goriyoruz. Ama bu dramatik degisime ragmen
degismeyen birgey var ki o da okullarda okutulan
geleneksel matematik konular1 ve matematigin
Ogretilme sekli. Matematigin ogretilme sekli
degismeden devam ediyor. Yiizyillar éncesinden
geldigi gibi, glintimiizde de cogunlukla matematik
dgrenmenin, kural ve yéntemlerin ezberlenmesin-
den ibaret oldugu goriiliiyor.

Bugiin ¢ogu Ogretmen matematikteki
basanyr formiilleri, kural ve ydntemleri aninda
uygun bir gekilde kullanabilme olarak gérmekte,
formiili veya hesaplamay1 dogru icra edebilmeyi
veterli bulmaktadir. Oysa Ogrenciyi iiretken
bir sekilde donatmak, hayatinda bagarilh ola-
cak sekilde efitmek, yalmzca onun formiilleri
bilmesine, hesaplamalart dogru yapmasma
degil, matematiksel anlayisinim ve matematiksel
diigtinmesinin gelismesine baghdir.

Bu da okul matematiginde usiillere degil,

anlama geldigini, matematik Sgretiminin amag
ve hedeflerini yeniden tammlamal ve tesbit et-
meliyiz. Bu yeniden tesbit ile, yarmn okullar:
igin matematikte arzu edilen uygun &grenme
sonuglarinin  gerevesini ¢izmeye cahsmalayiz.
Bunu bagardigimizda ancak &grencilerimizin
glinliik hayattaki ihtiyaclarmi kargilamada on-
lara yardima olabilecegiz ve toplumun gelecek-
teki ihtiyaglarina da cevap vermis olacagiz. '

KAYNAKCA

[1] Baki, A.(1995) Are we educating teachers
in the way we wish them to educate? 27-
31 Agustos 1995 tarihleri arasinda Cesme’de
yapilan é{gretmen Egitimi Diinya Konfer-
ansinda bildiri olarak sunuldu.

Hirsch, R.(1985) The Secondary School Math-
ematics Curriculum. 1985 Yearbook of NCTM.
Reston.

=

[3

Morrow, L.(1991) Implementing the Standards.
Arithmetic Teachers, 38, 21-25.

[4] National Council of Teachers of Mathematics
(1989) Curriculum and Evaluation Stendards
for School Mathematics. Reston.

[5] Thomson, A.G.(1992) Teachers” beliefs and
conceptions. Handbook of Research on Math-
ematics Teaching and Learning, Macmillan,
New York.

[6] Vygostky, L.5.(1986) Thought and Language,
MIT, Cambridge.

Bu makalenin amaci, fonksiyonun tiirevini
kullanmadan baz ifadelerin en kiiciik ve en bityiik
degerini bulma yollarim gdstermektir.

Okuyucunun dikkatine iki ¢dziim yolu
SUNUYOruz. Bunlardan biri, bir ifadenin,
A+ Mpz — vy)?(A, A p, v sabitler) sekline
ddniistirilmesidir.

O zaman,
>A 5, A>0 ign

<A , A<0 ign
dir. Burada ancak pz = vy ise esitlik vardir.

A+ X uz+ vy)? {

* Ankara Atatiirk Anadolu Lisesi Ogretmeni

Tkinci yolda ise, yardimer agilar secerek ve-
rilen ifade siniis veya kosiniise bagh fonksiyon
olarak elde edilir. Daha sonra bu fonksiyonlarn
suurlar: bulunur.

®, belli sayida degisken iceren bir ifade ol-
sun. Bu degigkenlerin bazi degerleri icin de ® nin
degeri M olsun. Degigkenlerin tamim kiimesinden
aldiklart degerlerin her biri igin & > M(® < M)
ise M ye @ nin en kiigiik (en biiyiik) degeri
denir ve M = @ en kiiciik (¢ en biiyiik) seklinde
gosterilir. En biyik ya da en kiigiik degerlere




genel olarak ekstremum deger adi verilir.

1lk 8nce bir sorunun ¢Oziimiinii her iki yolla
da gOsterecegiz. Daha sonra baska sorular in-
celeyecegiz ve bu sorularda uygun olan yolu uygu-
layacagiz.

Soru 1:

Yargapt R olan bir yarumgemberin icine
gizilen ve bir kenar ¢ap tzerinde olan, difer
iki kogesi de yarmm c¢emberin {izerinde olan
dikdortgenlerden alan: en biiyitk olamn ke-
narlarim bulunuz.

Coziim:
D C
By
A 12‘ 0 ’Zi(—B
Sekil-1

Dikdortgenin kenarlart [AB] =z > 0 ve

|[BC| = y > 0 olsun. (Sekil.1). Bunun alam
S =gy dir.
1. yol:

OBC ﬁggenme Pissgor teoremi uygun-
lanirsa, x)‘? + y® = R? olur.

v + 0% = (u -~ v)? + 2uv Szdegliinden
yararlanarak,

(2—-y)?+2-Z:y = R? bulunur. zy yerine
S ahrsak
S = R? — (£ - y)? bulunur.

(2 —y)? > 0 oldugundan, z ve y
deﬁ@kenlemmn her bir degeri igin § < R? dir.
Bu da § (en biiyiik) = R? oldugunu gdsterir.
Bunun diginda, S (en biiyiik) degerinin S =y
icin elde edildigi agiktir.

Aranan z > 0 ve y > 0 degerleri icin

5 =y
(3?2 + V=R

denklem sistemi elde edilir. Bunun ¢oziimi de

z=+2R, y= % dir.
IT. yol: ‘
t € (0,%) olmak fizere, t yardimer acismi
segersek, OBC dik tiggenininden
z = 2Rcost
y = Rsint

denklem sisteminden

S = 2Rcost- Rsint = R? gin 2¢

bulunur.

-1

i~y

2t € (0,7) oldugundan, sin2t < 1 dir.
Dolayisiyla S < R? dir. S nin en biiytik degeri
sin2t =1, yani 2t = 3,t = T igin elde edilir. ve

bu deger S (en biiyiik) = R? icin
z = ZRCOS-Z-, y:: Rsing, yani
R
z = V2R, = —= oldugu aciktir.
Yy \/§ gu ag
Soru 2:

fl#) = az® +bx +¢, (a # 0) ikinci
derece ticterimlisinin ekstremum noktalarini ve
ekstremum degerlerini bulunuz.

Coziim:

f(z)i asagidaki sekilde diizenleyelim:

flz) =

b
2

= Qg —
a[$+$2

b
a(z® + —z + E)
a a

b, b., ¢
+(g) = () + ]
b, dac—b?

= a[(m—}*é—&) +~74‘:;2—“']

(z + £)> > 0 oldugundan dolay: extremum

T = ——5% i(;in vardir. Dolaywsiyla, a > 0 ise
fz) > 4“‘ = f (en kiigiik) (Sekil -3) dir.
y y
el o *
2a ) /
0] N | * |
- /
(Sekil-2) (Sekil-3) -
Ayrnica, f(z) = az®+ bz + ¢ iigterimlisinin
D = b® — 4ac diskriminantmm isaretine gore

y = f(z) in grafigi i¢in agagidakiler gecerlidir:

1) D > 0 ise a-eksenini keser,

2) D =0 ise e-eksenine tegettir,

3) D <0 ise e-ile ortak noktas1 yoktur.

Bu yapilan yorumlar bize sunu s8yliiyor:

Ugterimlilerin veya iicterimliye doniigtiiri-
lebilen ifadelerin ekstremum degerleri ile ilgili her
bir soru bu yol ile ¢oziilebilir.

Simdi ise bunun bir uygulamasini gérelim:

Soru 3:
T1,Lo, Ty degerlerinin kareleri
toplam:, bunlarmn aritmetik ortalamasmin &

katina egittir.

S = maytaizst o+ 21Ty + Tomg F o

T+t T 1Ty

E



toplamimin en kiigiik degerini bulunuz.
Coztim:

Tttt a,
n

:L"12+:E§+---+a:%:k
oldugu verilmig.
(i +z+-+an) =af+ad+-- +22 +29

dir. Buradan,

BF (s

=1 =1
1[/< 2k
= 3l(X#) -a 2

bulunur. Simdi de S yitamkareye tamamlayalim:

5 A

i=1 i=1

() - ()]

Boylece Y7 z; = £
elde edilir.

Soru 4:

Kégegen uzunlugu d olan dikdortgenin
S alanmim deger kiimesini bulunuz. Bu
dikddrtgenin gevresi en biiyiik iken S yi bulunuz.

Coziim:

Dikdértgenin kenarlarina @ ve y diyelim.
Bunun alam S = zy dir.  2? + 9?2 = 42
esitliginden d? = (z — y)? + 22y = (z — y)? + 25
bulunur. Buradan da,

icin S (en kiigiik) = —-5%2-2-

S=—;—[d2—(w~y)2] <

0| Sy

bulunur. Egitlik z = y icin olacagindan S nin
. 2
deger kimesi (0, %] aralgidir.
Dikdortgenin gevresi

C=2z+y)=2/(z+ y)2 dir.

- Y’ +(z—y)? =22 +9?) Szdeglifinden

(18]

(z+y)?=2(z>+y*)~(z —y)? bulunur.

O zaman,

C=2v2a?+¢?) — (& - )’ =228 — (z — y)?

< 2v2d dir.

Dolayisiyla
"~ C (en biiyiik) = 2¢/2d dir ve z = y icin

elde edilir.
Y }
d?

T = % =y bulunur. Bu durumda

xT pasead
4y =

denklem sisteminden

S = —4; bulunur.

Soru 5:

ABC figgeninde |CB| = aq,|CA|. = b
ve C = 7 olsun. AC ve BC kenarlan
iizerinde sirayla 6yle M ve N noktalar: bulunuz
ki MN dogru parcas1 ABC {iggenini iki bélgeye
ayirdiginda bu bélgelerin alanlarmin oram m : n
seklinde olsun (C kogesinden baglayarak) ve MN
dogru parcasmin uzunlugu en kiicitk olsun.

Coziim:

(Sekil-4)

[ON| = z ve |CM| =
N rnoktalan belirlenir.
gostermek iizere,

y den M ve
S ilgili bolgenin alamini
Sunc =SapNm =m:n Ve

Sapc = Sunc + Sapnm  den
Sasc

S
=1+ DABNM _ 4 -+ —71, yani
Sunc Sunc m
Sunc = ﬁﬁn - Sapc bulunur.

1 1
Sapc = §absin'y ve Synyc = —2-:cysinfy

oldugundan

1
§mysinfy = '3 absinvy, vyada

m-+n

H

(28]



-ab  bulunur.

oy = ™
y“m-{*n

MNC dicgenine kosiniis teoremi uygulanirsa,

[MN| = /22 42 — 22y cosy =

ViE—y)?+ 2zy — 2zy. cosy

m
= J@—y)2+201 - - ab
Y92 osy) T
>2 n ab-sinz
m-+n 2

= |MN|(en kiigiik) bulunur.

(Burada (z —y)®> > 0 ve 1 — cosy = 2sin® 7
oldufu gbz 6uiine ahndi). |MN | nin en kiigiik
degeri z =y icin elde edilir.

r =y
m

- ab
m-+n

TY =

denklem sistemini ¢ozerek, en kiiciik deger icin

bulunur.

Soru 6: . ,

Bir iicgenin bir agist vy ve bu agmin karg
kenari ¢ olsun. Bu liggenin gevresi en biiyiik iken
diger iki kenarim bulunuz:

Coziim:

Bu {iggenin diger iki acist o ve £ ve bun-
larm karsi kenarh da sirayla a ve b olsun. O
zaman tggenin cevresi ¢ = a + b+ ¢ dir Siniis
teoreminden, k

a=Asina, b=asing, c= Asiny
bulunur. (Burada a = 2R R ise iiggenin gevrel
cemberinin yarigapidir.) Ugiinci egitlikten,

= 5% bulunur. Dolayisiyla, g = ~<

sin-y siny
sina, b = sy csing ve ¢ = s (sina +
sin 8} + ¢ dir.

F = sina + sin8 ifadesinin degeri en
biiyiik oldugundan ¢ en biiyiik degere ulagir.

F::2-singiz——é‘cos

a-p
2

=

T a— o
=2sm——§-cos ﬂ:ZCOSZ-COS

2 2 2

dir.

2cos§ > 0 ve cos %2 < 1 den F(en
biiyiik) = 2cos 7 bulunur.

O zaman,

_— c v
k) = —w"2cos<L ¢
C(en biyiik) . 0 2+n

1
sin

=c{l+4 7) dir
2

ve cosﬂ—giz =1, yani gg—‘—’:() vada o= f igin
elde edilir.

Béylece oo = 3, yeni ti¢gen ikizkenar iken
gevresi en biiyiiktiir. Bu iicgen icin,

" 2sin 1 b
bulunur.

Soru T:

f(z) =tanz +cotz, z¢ (%,7) fonksiy-
onunun en biiyiik degerini ve bu degeri aldig nok-
tay1 bulunuz.

Coziim:

L yol: z € (%Z,7) ise tanz < 0 ve
cotz < 0 olur. O zaman f(z) <0 dur.

Dolayisiyla  f(z) = tanz + cotz =
~|tanz + cot z|

—+/(tanz + cot x)2

= —y/(tanz — cotz)? + 4tan z.cot o
= —y/(tanz —cotz)? +4< 2= f(en bityiik)

olur. Esitlik tanz = cotz, yani tan?z = 1 veya

tanz = —1;z € (£, 7) igin elde edilir. Buradan,
T 7r
T = - i1 bulunur.
II. yol:
sinz  cosz _ 1

f(z)=tanz+cotz =

CoOsx sinz  sinzcosz

dir.

sin 2z

2z € (m,27) den —1 < sin2z < 0 ve flz) =
Gz <4 =-2= f(en biiyiik) bulunur.

Bu deger sin2z = ~1;2z € (r, 27) igin
elde edilir. Bu da

2z = %’3, yani x = 34& oldugunu gésterir.

Soru 8: ‘

f(z) =sinz —3cosz;z € [0,7] fonksiy-
onunun ekstremum degerlerini bulunuz. :




i Oziim:

-V3

b A S—
(Sekil-5)

Daha genel olarak, f(z) asiny +
hcosz;(a,b ve her ikisi de birden sifira esit ol-
mayan) fonksiyonunu inceleyelim.

f(z) fonksiyonunu sabitler /a2 + b2 ile
carpip, bolelim: :

(@) = v+

-’ a — b
7 ——— SN T ———
/a2 + b2 /a2 + b2

olur.

a

tana = — ve

b

sine = —=te  ve CosQ = —Zoz
VaZip? = VaZ+bZ

olacak bicimde « agist vardir. Gergekten,

2 / 2
.92 1
sin a+COS2a:<¢aTb‘~+—l]2> T(zfﬁ) =1
. t
dir.

f{z) = va? + b?(sinz cos & + cos T sin @)
=+/a? +b? - sin(z + o) - dir.

Dolayisiyla f(z). in ekstremum degerlerini bul-
“mak, sin(z+«) fonksiyonunu sinirlama sortsuna
déniigiiyor.
Simdi ise Soru 8’in ¢dziimiine gegelim:

a=1,b=—3 durumu

Dolaymsiyla

1 3
fz) =2(zsinz — £ cos )
2 2
% —coszsin§) = 2sin(z — ) dir.
z € [0,7] den z — % € [FF, :—5@3
sin(z — Z) < 1 bulunur.
Dolayisiyla, —/3 < f(z) < 2 dir.
Boylece, f(en biiyiik) = 2 dir. ve bu'deger
sin{z — %) =1,yani 2 — 5 = § veya ¢ = 37
- igin elde edilir; f(en kiigiik) = —v/3 ve bu deger

3

= 2(sinz cos

7r-—§] ve

sin{z— ) —%, yani  ~
igin elde edilir.

-3 yadaz=0

CcOos L\

J

Soru 9:

fz) = == + S—m%—z- fonksiyonunun en
kiiciik degerini ve bu degeri aldign noktayr bu-
lunuz.

Coziim:
™
x#kia k:.’L',:Fl,:FZ,:FS,

oldugu agiktir. v?+u? = (u+v)?—2uv Szdesligini
iki defa uygularsak,

(sin*z)? + (cos* z)?
8

sin® z + cos®

) =
f(=) sin® z cos® z sin® z cos® z

(sin® z + cos? z)? — 2sin* z - cos*

sin® z cos® z

[(sin®ztcos?x)?~2 sin?z - cosa]?—2 sin®z-costa

sin®z cosdz
[1-1(2sinz-cosz)?]? — % (2sinz-cosz)*

= 2%,
(2sinz cos z)®

/1 lam292 L4
28_@—5:111 2z)% — g sin” 2z

I

sin® 2z

2 1
-1) -1
1

1
28.(1_5

=z =32
bulunur. (Esitsizlik- kesrin paym kiiciilterek ve
pavdasini biiviilterek elde e’dilmigtir.)_ .

Dolayisivla flen kigik) = 32 dir.. Bu
deger sin®2z = 1, vani sin2z = F1 igin“‘e’ld‘e-
edilir. ‘ )

Bu denklemin ¢oziimleri:

2z = (2n+1)Z veya z = (2n+ )5, n =
0,F1,F2,--: noktalarimi verir.

Asgagidaki sorularin ¢dzlimlerini de okuyu-
cuya aligtirma olarak birakiyoruz:

Soru 10:

Bir kenar1 a ve gevresi 2p olan tiggenlerden
hangisinin alani en biiyuktiir ve bu deger a nin
hangi degeri i¢in elde edilir.

Soru 11:

Bir f{icgenin iki kenarmin uzunluklan
toplami k ve bu kenarlar arasindaki agi y ise, bu
{iggenin gevresi en kii¢lik iken kenarlarmim uzun-
luklar: nedir?

Soru 12:

Bir iicgenin bir agist v ve bu agidan ¢ikan
yikseklik 2 olsun. Bu tiggenin alam en kiigiik
iken, kenarlarn nedir?

Soru 13:

f(z) = sin®z + cos® z fonksiyonunun ek-
stremum degerlerini ve ekstremum noktalarmi
bulunuz.




