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Aralaninda 2% + y? = 22 iligkisi olan
(z,y,2) iglilerine pisagor ficlilleri deniyor [1].
Bir dik ticgenin dik kenarlam ile hipoteniisiiniin
boylesi bir tigli olugturduguna dikkat edersek
pisagor iicliisii isminin nereden kaynaklandigma
anlarz. Hem Diophantus’un Arithmetica, hem
de Oklid’in Elemanlar adh yaprtlarinda pisagor
iichileri {iretmek igin yontem verilir. Keyfi secilen
s ve t tamsayillan ile 2z = 2sf, y = &% ~
#?, z = s* +t? bigiminde tammlanan (z,y, z)
bir pisagor ligliisiidiir. Pekiyi, acaba tiim pisagor
iighileri bu bigimde betimlenebilir mi? Bu soruyu
olumlu olarak yanitlayan ve Fibonacci olarak bi-
linen Piza’h Leonardo (1175-1250) dur [2].

{z,y,2) bir pisagor iicliisii ise her %
dogal sayisi i¢in (kz,ky,kz) de bir pisa-
gor Tglisiidir.  (3,4,5) pisagor iigliisiinden
(6,8,10), (9,12,15), (12,16,20) gibi ficliilerin
vamsira® saylabilir sonsuzlukta pisagor ficliisii
elde edebiliriz. Pisagor dichilerinin tiimiinii
bilmek bagka pisagor iiclilerinin katlari olarak
elde edilemeyenleri bulmak demektir.

Tanum: Ortak bolenleri olmayan z,y,z
tamsayilarindan olugan (z,y, z) pisagor iicliisiine
temel (6z) pisagor {igliisii denir.

Ornegin (3,4,5), (5,12,13), (8,15,17)
temel pisagor {iglifleri iken (10,24,26) degildir.
Temel pisagor ficlileri tamm: boylesi digliileri
olugturan sayilarin ortak bolenleri olmadigim
soyliiyor. Buradan Aritmetigin Temel Teoremi ve
Oklid nermesi ile z,Yy, 2z sayilarmdan herhangi
ikisinin de ortak bélenleri olmadigim (yani, ar-
alarinda asal olduklarim) gdsterebiliriz [3].

Temel pisagor ligliilerinin kanitini [3] te bu-
labileceginiz dikkate deger bir dzelligi vardir.

Onerme: Temel pisagor uglisii (z,y,2)
de z,y sayilarmdan biri tek, diferi ¢ift sayidar.

Bu G&nermeden (z,y,2) temel pisagor
iighistindeki sayilarin hepsinin asal olamiyacagini
elde ederiz. (Nasil 7). Ancak z ve z veya y
den birinin asal oldufu temel pisagor iigliileri
vardir.  (3,4,5), (11,60,61) ve (19,180,181)
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boylesi ticlillerdir. Boyle temel pisagor iicliilerinin
sayilabilir sonsuzlukta olup olmadiklarmu bilmi-
yoruz. Temel pisagor iclisii (z,y,2) de ¢ ve y
sayillarmdan sadece biri ¢ift say: olabilir. Bundan
béyle temel pisagor tclisi (z,y,2) de z in ¢ift;
y nin tek oldugunu varsayacagiz. Bu durumda
z de tek olmahdir. Tersi durum z ve z’nin en
bityiik ortak boleninin (z,z) > 2 gerektirir ki, bu
bir celigkidir.

Teorem: Temel pisagor lclisi (z,v,z2),

aralarimda asal 5 ve ¢ (s > ¢ > 0) sayilan icin

z = 2st, y:sgwtg, 2= 5% 4t

ile betimlenir.
sayilardir.

Kanit: Ik is (2,9,2) gibi keyfi bir temel
pisagor iiglisiiniin, bulunabilecek s ve t icin
yukaridaki gibi oldugudur. y in ¢ift; y ve z’nin
her ikisinin de tek oldugunu varsaydifimizdan
24y ve z — y sayilan cifticler. Bu nedenle, u
ve v dogal sayilan igin z4+y =2u ve 2~y = 2u
alacagiz. Simdi z? + y? = 2? egitligini

s ve t den biri tek, digeri c¢ift

ot =2t~y = (24 y)(z ~y)
bigiminde yazip, 4 ile bolerek
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buluruz. (u,v) = d deyip, d > 1 varsayalm.
d{(u — v),d|(u + v), bagka bir deyisle, dly,d|z
olacagindan, bu varsayahm bizi (y,z) # 1
aykinhigma gotiirir. Yani (u,v) = 1 olmalidir.
Aralarmda asal olan iki saymm garpumi bir ka-
reye esitse kendileri de kare olmahdirlar (1). Bu
gergegi u, v ciftine uyguluyarak u ve v’nin her ik-
isinin de kare olmasim buluruz. u = s?, v = ¢2
diyelim ve bunlar yerlerine koyalim.

y):u'v

(57 = 0

= utv=s 4
y‘ =
x prnd

U —v =g — ¢

4y = 45%% veya = 2st




x bolenleri y ve z y yi
zh =1 gergegi (s,t) = 1
larinin her ikisinin de ¢ift
z i ¢ift yapacaklarmmdan s
i ¢ift, digeri tek olmahdir.
kalan tek sey kogullan
) iglistinlin  pisagor {igliisii
Bunu kendiniz yapabileceginiz gibi,
e bulabilirsiniz. Asafidaki Snermenin
13} de bulunabilir.
~Onerme: (z,y,2). temel
inde z veya y,3 ile boliinebilirdir.
Alatematik yarigmalar: yiizyillar boyunca
bir eglence tiirii ve yarigmacilar icinse ek-
k- kapist olmustu. Fibonacci’nin - boylesi bir
rimada  ¢Ozdigl soru: onun- pisagor -iicliileri
kkinda bilgi sahibi oldugunu gésteriyor.

-
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geri

pisagor

Soru: z*+5 ve 22 —5 sayilarinin rasyonel
sayilarin kareleri oldugu bir z sayist var midir?
Yanit: Coziim, rasyonel sayilar kiimesinde

arandifindan z, @ = 22 +5 ve b = 2?2 — 5
sayilarini paydalan aym olan
Ty a by
€T = — aQ = — o
d’ d’ d

olarak alalim. Bu degerleri yerine koyarsak
(1) 2 +5d% =a?  (2) 22 —-5d* =12
buluruz. (1) — (2) ifadesini hesaplarsak

10d2 = a% - b% = (Gl <+ bl)(m - b1>

buluruz.  Sol taraf ¢ift oldufundan, a; ve by
sayilarmin her ikisi de ya tek, ya da cifttirler.
Dolayisi ile aq—by ¢ift bir sayidir. Simdi a;—54; =
2k diyelim. Buradan

1oy =20
a =—
1+ 01 A
elde ederiz. a1 ve by icin gozersek
5d° 5d?
=—43k b=—-k
M= th =g

bulur. (1) ve (2) de yerine koyarsak

et 5d? =

5d? s  Bd2, o 2
(E'{‘k) ——(—2—];) +5d°+k

bk oy

5d? 2, Bd% 2
20 = (242 sz g
o B =) +

* 72
Py — 5d =

Son egitlikleri topliyarak

5d?
k+ (—2'];)2 =z}

bulunur. Bu egitlik (%, %,xl) tiglistinii pisagor
tigliisii oldugunu sdyler. Dolays: ile temel bir pi-
sagor licliisii (2mn,m? — n%,m? + n?) ve bir ¢
tamsayis: igin

2
k= (2mn)t, 547 = (m?

% —n®)t, 2 = (m? 4+ n?)t

saglanmahdrr. Ik iki esitligi carpip, k sayisim
yok edersek 5d> = 4mn(m® — n?)t*> buluruz.
Simdi aramamuz gereken hangi m ve n tam-
sayilar1- icin sag tarafin bir karemin 5 katmn
oldugudur. Ise, m =5 alip, baglarsak

d? = 4n(5% — n?)¢?

buluruz. Sag tarafin kare o]ma;smki‘gin noi=4
alalm. Bundan

d* =4-4(5% — 4212 = 16 - 9% = (12¢)?
bulunur. m ve n’nin bu degerleri

oy = (m? +n?)t = (5% + 4%t = 414

veya
@y ALt A4l
d 12t 12
Verir.
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