Nurettin Ergun

Gergel
stirekli bir fonksiyonun grafifinin hic kesiklilik

degiskenli ve gercel degerli
gostermeden, hi¢ sigrama ve atlama  yap-
madan kisacasi elin hi¢ kaldimlmadan ¢izilmesi
gerektigini hepimiz biliriz. Peki ama bdyle bir
siirekli fonksiyonun, tammlandifi arahgin her-
hangi bir alt aralifinda ne sabit kalan, ne
monoton artan ne de monoton azalan bir grafige
sahip olmas: olast mudur?

Bu nitelikteki bir fonksiyvonun grafigini kor-
kung ve sonsuz sikhikta, diiglinsel olarak tasar-
lanamaz, bagka bir deyimle akil erdirilemez bir
bigimde titregimler ya da salmmmlar yapmasi
gerektigini diiglinebiliriz. Ama grafigin, sonsuz
kiigiik uzunluktaki bir alt aralikta bile, kesiklilik
gostermeden, sigrama ve atlamalar yapmadan
inip cikmasi ya da sabit bir deferde gitmesi
nasil gerceklegecektir? Cilinkil grafigin herhangi
bir alt arabkta azalmasi ya da artmast ya da
sabitlenmesi istenmemektedir! O halde boyle bir
grafige sahip stirekli bir gercel degerli fonksiyonun
var olamiyacagl yargisina varabilirsiniz. Oysa
var olduklari bu yazida Orneklerle gosterilecek
olan boylesi fonksiyonlarla, onyedinci yiizyil or-
tasindan beri biiyitk matematikcilerin ¢ogunu
ugragtiran agagidaki gu olaganiistii ilging sorunun
¢ozlimi siky bigimde iligkilidir:

Sorw:  Tamemlandige arvaliktak: tim nok-
talarde sirekli olan oysa bu aralsdin hic bir
noktasinda tiretilemiyen (tirevi olmayan) gercel
degerli bir fonksiyon var madur?

Higbir noktada tiiretilemeyen stirekli gergel -

degerli bir fonkisiyonun, uzunlugu ne denli kiigiik
olursa olsun bir alt aralikta bile) monoton art-
mast ya da monocton azalmasi va da sabit ol-
mas1 sdz konusu olamiyacaktw.  Cunki, bir
arabkta sabit olan (sabit bir ¢ degerinde gi-
den) bir fonksiyon bu araligim her noktasinda
tiiretilebilirdir ve tiirev degeri sifirdir.  Ayrica
bu yiizyilin baginda kanitlanan ilging sonuglardan
birisine gore, gercel degerli bir fonksiyon, mono-
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ton oldugu bir aralikta (tiim noktalarinda siirekli
olmasa bile}) bu arabktaki pek ¢ok noktada
tiiretilebilirdir. ‘

Siirekli oldugu araligm pek c¢ok nok-
tasinda tiretilemiyen gercel degerli baz
fonksiyon Orneklerini samirim c¢ofumuz biliriz.
Bunlara tipik bir &rnek

g(z) = min{z - [z], [x] +1-2} (zeR)

_jz-k ; [
Tl k+i-z g

zelkk+]

relk+3,k+1]
fonksiyonudur. Burada [z] = max{{-~o0,z] N
Z), herzaman oldugu gibi z gercel sayisimn
tam degerini gostermektedir. Testere diglisi gibi
bir grafige sahip oldugu igin g fonksiyonuna ki-
mileri testere fonksiyonu adim verir. Kolayca
gozlenebilecegi gibi g fonksiyonu simirhdar, ¢linki
her z gercel sayisi igin 0 < g(z) < § gergeklenir.
g{z) gergel sayist ashnda z ile ona en yakin tam
say1l arasmdaki uzakhk degeridir. Tlm gergel
sayilarda siirekli olan bu fonksiyon ( |g(z) —
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gl < |z —y| gergeklenir) F5,F 5, Fo,
rasyonel sayilarinda tiiretilemer, ¢inki kolayca
gozlenebilecegi gibi, k € Z igin
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gergeklenmektedir. Burada yeri gelmigken, her-
hangi bir x gercel sayisi i¢in, ona en yakm tam
sayyl kg ile gosterirsek, bir —1 < B, < 1
sayesinde x = k;+ /3, yazihgimin gegerli oldugunu
gozleyiniz. Evet, simdi sorumuza geri donelim.
Taniml ve siirekli oldugu arah@m hi¢ bir nok-
tasinda tiiretilemiyen gercel degerli bir fonksiyon
var madir?




Bu nitelikte bir fonksiyon
zefékte sonsuz coklukta
ca gosterilebilir! Nasil
Jm:h bir f fonksiyonu ile,
ar: ne olursa olsun, herhangi
un toplam olan f + p gergel
s da sirekli olmasima karsin,
ta hi¢ bir noktada tiretilemesz;
Uzatmadan sOyliyelim: Bu nitelikte
lar vardir! © Bu yamitr iki bigimde

Ya Cek matematik¢i Bolzano
tlman matematik¢ileri Riemann ve
ss'm ondokuzuncu yiizyilin ortalarinda
gibi bu nitelikteki bazi somut fonksiyon
ri vererek ya da Polonyali usta matem-
Stefan Banach’in 1920 yihnda yaptig
. bu nitelikte fonksiyonlarm var olduklarimi
varhk teoremi ile kamtlayarak.. Banachin
ivane kanitlamasumu burada vermek dogrusu
olanakl degildir, ciddi diizeyde topoloji bil-
si gereklidir. Biz bu yazmida yalmzca tarihi
drnekleri incelemek istiyoruz.  Oncelikle

Welerstrass'in 1875 yilinda verdigi su Orneklere
bakalim:

o0

fley = Za’“ cos(N¥nz) (0<a<1)

sin(k?mz)
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"Bu fonksiyonlar R kiimesinde yani (—o0,0)
araligmda tanmmh ve siireklidirler, oysa higbir
gergel sayida tiiretilemezler. Boyle fonksiyon-
lara, matematikte, heryerde siirekli hic bir yerde
tiiretilemiyen  fonksiyon denir. f fonksiyonunun
tamminda kullamlan @ pozitif says: ile
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kosulunu gercekleyen ve tek bir dogal say1 olan
X sabittir. h fonksiyonunun istenilen nitelikte
oldufunu, ¢ok ufragmasma . kargin Weierstrass
" kamitlayamamig, onun bu ozelliklerini usta Ingiliz
matematik¢i Hardy 1916 yihinda kamtlamgtir.
Hardy tstelik 1 < alN gergeklestiginde bile
f fonksiyonunun istenilen nitelikte oldugunu
gdstermistir.  Ilgilenenler onun [1] makalesine
“ bagvurabilirler. Biz bu yazimmzda 6nce yukardaki
F fonksiyonunu ardindan da daha kolay bir bagka
drnegl inceleyecegiz. - Actkca sylemekte yarar
vardir: Bu yazida limit kavrami ciddi bir gekilde
kullamilmaktadir. Kamtlamalarnn glic olmadigim
séyleyebiliriz. Sakin okumaktan vazgecmeyin!
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Kanitlamalar
Once sunlarn gozleyelim. FEger f, gercel
degerli siivekli fonksiyonlar: bir M sabiti i¢in

Herz € R icin |fn(z)| <M

ve a sabit gercel sayist da 0 < a < 1 kogulunu
gergekliyorsa,

F(z) = Eakfk(x)

geklinde tammlanan gercel degerli F' fonksiyonu
—a

M

heryerde hem smirhdir, ¢iinkit |[F(z)] <
gergeklenir; tstelik stireklidir ciinki

|F(z) = F(zo)l <> a¥|fu(@) — fu(wo)]

k=0

nedeniyle To- gergel sayisinin uygun bir
(zg =8¢, 2o+ bc) civarindaki her z icin
[F(z) = F(zo)| < ¢ gergeklenir, Nasil m? Once
t<af < ﬂ%:,% kogulunu gergekleyen, yeterm—
ce bilvik K dogal sayist belirlenirse
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esitsizlikleri her z gergel sayisi icin gecerli olur.

Sonra fr (k = 0,---,K — 1) fonksiyonlarinin

xo. noktasinda siirekli olmalari nedeniyle = €

(o — bk, o + Ox) ise |fe{z) = frlzo)l < 5% ola-

cak bicimde pozitif 6 saylan belirlenir. Eger

0 < 6. < min {8,81, ,0k-1} secilirse, her

z € (xo— be,mo+6) ve 0 < k < K —1 igin

|fe(z) — fru(zo)| < 5% olur, neden? Sonugta bu
z ler icin

K1
|F(z) — F(zo)] < a¥| fu(z) — fk(fBO)H"
it 6
< [fr(z) ~ fk(wo)!+§
k=0
< sHg=e

bulunur. Demek ki F fonksiyonu, herhangi bir
2o gergel sayisinda siirekli olmaktadir.

Simdi de sunlan gozleyelim. Yukarida ve-
rilen f fonksiyonu tliim yukarida anlatilanlar ne-
deniyle heryerde siirekli ve {istelik sinirh bir gercel
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degerli fonksiyondur, neden? Bundan sonrasinda,
z gelisigiizel ele alinan ama sabit tutulan bir
gergel sayiyr gosterecektir. Dikkat edilirse

fle+h) - f(=)

A = Sn(h) + R’?!(h) (1)
olup, burada
= NEm(z + h)) — cos(N*nz)
S—n(h} — ak COS( \
2. h
o~ g cos(N*r(z + h)) — cos(N*nz)
R.(h) = kgn a* 3

yazilmigtir, Bir kez daha anumsatalim: Pozitif A
lerle oynayacagiz, x gercel sayist artik sabit tu-
tulmugtur.

cos(N*n(z + h)) — cos(N*nz)
h

—N*7 sin(N*n(z + 1},))

gergeklesecek bigimde bir 0 < R, < h var
oldugunu Ortalama Deger Teoreminden biliyoruz.
O halde 0 < h ne olursa olsun

n—1
1Su(R)] < 7Y (aN)*|sin(NPa(z + )|
k=0
m((aN)" ~1)
<7 Z@N =T
W(G,N)”
aN —1

gergeklenir, Her % dogal sayis: icin.

Nz = qy, + Br,op €Z -

Br € {_,}. }]

2’2
gergekiendxgml daha dnce gozlexm@hk
wr(l = Br) dgin 5hr < by <
ile

hy
2Nk ve dolayis:

< — <Nk

(*)

gegerlidir. - §imdi amacimiz |R,(h,)| > 2‘“” 2(alN)™
gostermek olacaktir. Tim %k > n dogal Sayﬂa,n
icin

2NF 1
3 A

N.k?r(m +hy) = Nk»nﬂ'{‘[\m$ +1-35,)

= NF""2(1 + )
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ve N dogal sayis: ile onun tiim dogal say1 kavvet-
leri tek oldugundan, her k¥ € Z icin coskr =
(=1)* bagmtis: yardimz ile

cos(N*n(z + hy)) cos(N*¥"n(1 4 o))
= (=N Oten)
= (—1)tten,
cos(N¥rz) = cos(N* "r(an + B,))
= cgs(Nk""anﬂ) . COS(NkWnﬁn’TF)
= (=1)* - cos(N*"ng,)
ve sonugta
> —1)1Fn (1 4 cos(N*—"nf3,,))
] =[S L )

.f.;w . i aF (1 + cos(N*~"x8,))

bulunur. Bu son yakinsak serinin tiim terimleri
pozitif olduklarmdan (neden?) bu serinin toplarm
ilk teriminden biiyiiktiir, o halde

2 N
(R (k)] > —*an(l-}—cos(?rﬂn)) s @ <“3 )"
TL
bulunur. Dikkat 0 < cos(n,) kullamid, ¢iinkii
-5 < 7B < § gegerlidir. O halde |a + b >
la j || nedeniyle, sozii edilen = gercel sayis icin

_Jlﬁr_fz_):j'_(ﬁ > |Ra(Bn)| ~ |Sn(hn)]
Z(Q,N)n W(aN)”‘
3 aN -1
- PG o

bulunur. Burada ¢ sabiti N dogal sayismmn
seciminden Otiirii pozitiftir ve 1 < aN oldugu
i¢in sonucta, n — oo igin A, — 0 ve

i | £ Bn) = 1)

Tom = e

n—oo

gerceklestigi anlagilir. Béylelikle heryerde siirekli
olan smarh f fonksiyonunun, gercekten, ele alman
herhangi bir gergel sayida tiiretilebilir olmadigint
anlanz. Bu yaziun son kisminda benzer nitelikte
olup incelenmesi biraz daha kolay bir fonksiyonu
gérelim. Bu yeni fonksiyon, 4 < N kogulunu

[ |
|27 |



k gergekléyen sabit tutulmus r N dogal sayis1

yardmmiyla tanimianan

i 1

\.(’J

iz €[2k,2k + 7]
; TE[2k+1,2k+2]

tammlanan ve her z gergel sayist igin
< 1 gergekledigi kolasca gozlenen
am;a testere fonksiyonudur. Dikkat edilirse
ksiyonu, [—1,1] aralifindaki |z| fonksiy-
un, tiim gergel sayilar kiimesine 2-periyodlu
ak genigletilmiginden bagka bir gey degildir.
r. ¥ € Z ne olursa olsun.

o(z +2) = o(z),

lo(z) — e(y)] < |z -yl )

gerceklendigi kolayca gozlenecektir. Ozel olarak
x ve y iki ardigik tam say1 arasmda yer aliyorlarsa
wlz) = o(y)l = |z ~ y| gerceklesmektedir.
Tim bu nedenlerden 6tiiri bu yeni f fonksi-

- yonu (—o00,00) gergel sayilar kiimesinde siirekli
ve smmurh olur, neden? Simdi yine z gercel
sayisint sabit alip, 6nceki ornekte oldugu gibi {1}
bagmtisim gozoniine alalm. Once

B
hyp =

1 )
sgn(§ +[N"z] — N"z) (ne|N)

2N7

rasyonel sayilarini tanumlayalim; Kogeli parantez
vine tam kistm degerini gdstermektedir. Dikkat

“edilirse tammda gegen igaret (signum) fonksiyonu
nedeniyle ya

[N"g] < Nz < N*(z + h,) < [N"z] +1
va da ‘
[NTz] K N™ 2+ hy) < N'z < [N"z] + 1
. gerceklenir; bagka bir deyimle, ardigik iki tam say1
_arasinda yer alan bu gercel sayilardaki degerleri
~igin ¢ fonksiyonu
lo(N™(z + hn)) — p(N"z)| = N"|hn]

o ge rgekler Dikkat edilirse her k > n igin

N¥(z+h,) =Nz x -Z—Nk_”

gerceklesmesi, N ve 1N*~" dogal sayilarimmn
Gift ve ¢ fonksiyonunun 2-periyotlu olmasi ne-
deniyle, sonugta her k& > n igin p(N*(z+h,,)) =
©(N*z) bulunur. O halde bu f fonksiyonu igin,
yukaridaki gdsterimle, Ry41(hs) =0 ve sonugta,
yine |a + b > |a| — |b| esitsizligini asagidaki ilk
esitsizlige gegerken kullanarak

[z +hn) — f(2)
P,

= iSn-l—l(hn) +Rn~§1(hn)l > ]Sn+l(hn)]

p(V*(z + ha)) — p(N*z)
Z< ) -

(Nﬁ

Z(

p(N"™(2 + hn)) — @(N"z)
b,

Ly P(N*(z + hn)) — p(N*z)
P

> (N-1)" Z(N — 1)k
k=0
(N—-prtl_(N-1)+1 _ 1,
= = N
N3 23 (ne

bulunur, ¢inkdl 0 <k <n =1 icin (%) nedeniyle

AT - 1 raThy R Y A ATEY
{ N-1 3 PNz + hn)) —o(N7z)
N 7 hn

i

<(N-1f

gegerlidir. Demek ki n — oo igin yine

[+ hn) — f(2)

b = 400

hy — 0

olmaktadir. Kisacasi bu f fonksiyonu da hig bir
z gercel sayisinda tiiretilemez! Evet, ne dersiniz,

=L cos krg
f) = 3o T,
k=0
oo 3 13 X
@) = (1) e @em

fonksiyonlarimin grafikleri acaba neye benzer?
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