OMUN ¢

Bilindigi gibi, bir polinomun derecesi 1,2, 3
yva da 4 oldugunda, kdklerini bilinen yontemlerle
hesaplamak miimkiindiir. n > 4 oldugunda poli-
nomun koéklerini bulmak icin hig¢ bir genel yontem
yoktur. Oysa derecesi n > 1 olan bir polinomun
Cebirin Temel Teoremi adiyla bilinen Gauss teo-
remine gore en azindan bir kokii vardir. Cogu za-
man bu koklerin iginde gercel olmayan koklerin
olup olmadigini 6nceden bilmek c¢ok 6nemlidir.
Herhangi dereceden polinomlara gegmeden once,
katsayilart gecek sayilar olan ikinci dereceden bir
polinomu goz Sniine alalumn.

2?2 +pr+qg=0 1)

denkleminin gercel olamayan kdkii olmas: i¢in

p?—4g <0 (2)

olmalidir. - ¢. < 0 icin (2) saglanmadigindan
gercel olmayan kok yoktur. (2) esitsizligi (1)
denklemini c¢ozerken ortaya cikar. Bu yontem
yiitksek dereceden polinomlar icin gegerli degildir.
(2) esitsizligini, genelde gecerli olan, bagka bir
yontemle de géstermek mimkiindiir.

Gergekten de, efer z; ve 2 (1) denklemi-
nin gergel kokleri ise,

24 .2
zi + x5
it 424 ®)

- dogrudur. Kokler toplam ve garpimi, z1 + 22 =
-p, 122 = ¢ oldugundan

2.2

> xiT5

o3 + 23 = (z1 +32)° — 2m35 =p° — 2g
olur ve (3) esitsizligi
p* —2¢ > 2|q|
geklinde alir. Buradan gorildigi gibi,
- p* < 2(g+]al) (4)

egitsizligi saglamyorsa, (1) in koklerinin gergel ol-
madig1 anlagiir. Boylelikle, (4) esitsizligi gergel

olmayan koklerin varhg icin yeterli sarttir. ¢ <
0 oldugunda (4) saglanmadifindan (4) i (2)
geklinde yazabiliriz.

Simdi ise,

5)

genel denklemini g6z Oniine alahm. Burada
@1,02, -G, gercel sayilardir. Simdi (5) denk-
leminin zy,9, - +,z, gibi n tane gergel koki
oldugunu varsayalim (tekrarlanan kokler de bun-
larin igindedir). Negatif olmayan bq,bs,---,b,
sayilart icin, Aritmatik Geometrik Ortalama
esitsizligi denilen

bitbatAba o e

n

" +a " a1zt a, =0

egitsizligini kullanirsak

sit+ad+--+a
n

n

2 2
x -1’2-.

>
1

.2
Tn

(6)

olur. Buna gore (5) denkleminin katsayilan icin
agagidakiler dogrudur:

Ty +To4 Ty = —ay, 182 2p = (—1)"ay,

122 + X123 + -+ Tply = Q2.

O zaman

$%+1’§+"'+1‘721:($1+$2+‘-'-+:L'n)2

—2(z1T2 + T1T3 + -+ Tn_15,) = a2 — 2a9

oldugundan dolayi, (6) esitsizligini

2
ay — 2(12 n/ 3
an

2

(M
biciminde yazabiliriz. Demek ki (5) denklemi-

nin biitin kokleri gercel oldugunda, (7) esitsizligi
dogrudur, bir bagka deyisgle eger (5) denklemi igin

a3 —2a; <ni/a2 (8)

n
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ise, 0 zaman bu denklemin biitiin k&kleri gergel
olamaz. Boylelikle, (8) kogulu (5) denklemi-
nin gergel olamayan kéklerinin olmas: icin yeterli
koguldur.

Eger an, # 0 ve a? < 2ay (6zel halde
ay 0) ise, diger katsaylardan bagimsiz
olarak, her zaman gercel olmayan k&k vardir diye-
biliriz.

(5) denkleminde s
yapilirsa,

1/y doniigiirii

any" + an1y" iy +1=0

9

denklemi cikar.  Bfer  zq,29; -, %p (5) in
kokleri ise, 1/zy1,1/3,-++,1/zn (9) un kokleri
olur (a, # 0 ise k = 1,---,n i¢in zj # 0 ola-
caktir).

Buradan yukarideki islemlere - benzer
sekilde gdstermek miimkiindiir ki, (9) denklemi-
nin gercel olmayan kdklerinin olmas: icin

,"

ai~1 = 20 _3Gy, < 1Y a2 2 (10)
sarty yeterlidir.
(10) esitsizliginden &zel halde a2 ;, <

20p2G, VYA Gy_1 = Gp_p = 0 olursa, (a, # 0),
{9) denkleminin her zaman gercel olmayan kékleri
vardir.

Hatirlatalm ki, (8) wve (10) sartlar

(5) ve (9) denklemlerinin gergel olamayan

-koklerinin olmasi icin genel halde yeterli

sarttir, fakat gerekli degildir. Ornegin,

2® —112% + 362 - 26 =0 (11)

Bu  denklemin
g =5—1¢ dir.

5

klemini gozoniine alalmu.
erizy =1, @y=05+41,

ad — 2ay > 3{/;3 (49% > 27 . 262)

{11) denkleminin biitiin kokleri gercel
ildir ve (8) yeterlilik sart: saglanmuyor. Ikinci
eden denklem olmas: halinde ise (2) sart:
etli ve gerekli sarttir.
Ornek: Katsayilar1 —1 ve 1 sayilarmdan
ve yalniz gergel kokleri olan biitiin poli-
mian bulunuz.

- Cdzlim: n 1 oldugunda bu tiir poli-
lar yalmz z —1 ve z+1 (yiiksek mertebenin
1 1 kabul etmek miimkiindiir.) seklinde

sz,

L=

I
|

n > 2 olsun. Efer f(z) = a™ + g1z™ ! +
“*t 4 On1Z + ap polinomunun kékleri gercel ve
ar, € {~1,1} ise, o zaman (7) esitsizligini

1—2a3>n

seklinde yazabiliriz. Bu esitsizlik yalmz ap = —1
ve n < 3 igin dogrudur. Boylelikle yalmz n = 2
ve n = 3 halini gézéniine almahyiz.

a) n = 2 olsun. O zaman f(z) = 22 +
a1z — 1 ay € {-1,1} dir. Aradigimz polinomlar
yaz?+z—1,yada 2? —z ~ 1 olur.

b) n = 3 halinde ise, f(z) = z® + a1z —
z-+az olur ¢ = % dbniigiimii yarduniyla,

9(y) = asy® —y  +ay +1

gikar. g{y) = 0 denkleminin biitiin kéklerinin
gercel olmasi igin

1% — 20103 > 3{/@% =3

sart: saglanmalidir. . Buradan ise, a; ve as iin
ters igaretli oldugu goziikiiyor. Sonug olarak,
biitiin mitmkiin polinomlar #° + 22 — z ~ 1 ve
2% — 2% — 2+ 1 olur.

Demek ki problemin sartini saglayan yalniz
6 polinom vardir.

Asagidaki problemleri ¢dziiniiz:

1. p katsayin dyle seginiz ki,

2%+ 62t +p2® +27 482 +32=0

denklemi gercel olamayan ¢ziime sahip olsun.
(Cevap, p > 8)

2. nz™t —(n+1)z" +1=0 (neN)
denklemi verilmigtir. Gésteriniz ki,

a) z = 1 bu denklemin pozitif olan tek bir
kékiidiir ve onun kathlign 2 dir.

b) n > 3 oldugunda biitiin kokler degildir.

c) n tek oldugunda negatif kdk yoktur,
n cift oldufunda ise katliigi 1 olan ve (~1,0)
araliginda yerlesen tek bir negatif ¢6ziim vardir.
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