1 Ocak’tan 1 Subat’a kadar 3 giin W = 1 (mod7)
Toplam 29 ginlik bir artig sdz konusudur.

Bunun ortalamasi — = 2,6 glindir. L
11 O halde 11 Mart 1996 Pazartesi’dir.

Ornek 2: 20 Temmuz 1969 (Aya ilk in-
samn gktig glin)

Bu artis formile edilmeye cahsilirsa
m 1’den 11’e kadar degistiginde [2,8m—0,2]—
fonksiyonu aym artmayi vercektir. (Bu formiil
Reverend Zeller tarafindan deneme yanilma yolu E o= 20 m=5 C=19 Y =69
ile bulunmusgtur.) Dolayisiyla N yilinin m aymin

ilk giinit W = 20+[2,65-0,2]~2.194 69+ [19/4]
dy +1[2,6m—0,2] -2 S +[69/4] (mod7)
ifadesinin = (mod T)’ye gore negatif olmayan en W= 20412-38469+4+17 (modT7)
kii¢iik kalan olarak ifade edilecektir. W o= 84 (modT)
N yilinin m aymn & inc glintine W der- W o= 0 (mod7)

sek, W’y1 bulmak icinde aym aym ilk giiniini
veren formile & — 1 ekleriz. Buna gére

W = k{2, 6m=0, 2]-2C+Y+[C/4)+[Y/4]( mod 7) T 22 gitnt bulunur.

olarak elde edilir ki bu formil bize (Jrego—
rian takviminde herhangi bir tarihin hangi giine  KAYNAKCA
geld1g1nl verir. Orneklendirirsek;

Ornek 1: 11 Mart 1996 1. K.Rosen; Elementary Number Theory. and Its
) Applications
E = 11 m=1 C=19 Y =96 Addison Wesley 1988
W = 11+4(2,6.1-0,2] - 2.194 96 +[19/4] 2. J.Usi)ensky and M.A.Heaslet Elementary
+[96/4] (mod7) Number Theory

: 1 - Hi .
11+ [2,4] — 38+ 96 + 4 + 24 (mod?) McGraw - Hill NewYork, 1935
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GAUSS TOPLAMLARI UZERINE -

Emre All\an

Sk(n) = 1}“ + 2’“ .-+ n¥ ifadesine k > 1 tamsayisi icin mertebesi k& olan Gauss toplami

denildigini biliyoruz.
Si(n) = n(n+1)/2,
Sa(n) = n(n+1)(2n+1)/86,
Sa(n) = S(n), -

oldugunu hepimiz bilmekteyiz. Burada kendi bagina ilging olan soru, % sabltlendlgmde Sk (n) ifadesini
n’in bir fonksiyonu olarak elde etmektir. Isabetli bir tahmin Sk (n) in n’e gore derecesi k& + 1 olan
bir polinom olacagidir. Fakat bu polinomun katsayilanmi agik secik bulmak olanakli mi? Bu yazida
polinomun katsayilarimmn Bernoulli sayilanyla ilgisini kurup, Gauss toplamlannm baz dzelliklerine
deginecegw -

-7 fonksiyonunun x = 0 civarinda Taylor serisine agthmina diigiinelim. Pratikte bu acilimi
soyle elde ederiz.

2 éE‘B

=14t ortgrt
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risini bir polinom gibi digiinerek bir polinom bdlmesi yapariz.” Elde edilen

z 1 By, 324 Bs ¢
63:_1.—1 —2«$+th a +—6—}~a:—~

1akta ve By sayilarina Bernoulli sayﬂan denmektedir. Bu agilimda z’in tek kuvvetlerin
hari¢ sifirdir. Bunun nedeni ise § + 7 fonksiyonunun ¢ifi bir fonksiyon olmasidir.
az1 vazarlar sifir1 da bir Bernoulli sayis1 Oiarak kabul edeﬂer ) E§deger olarak fo = 1,8 =
.1 =10 ve Bop = (=1)F"1B; olmak iizere,

vazabiliriz. n pozitif tamsayist igin €™

z(e”® —1)
e’ —1

=a(l4 e +e® 4. gl

ifadesine bakalim. Sonlu sayida fonksiyon oldugundan 1+ e + - - + e(®= 1% ifadesinin Taylor serisi
herbirinin Taylor serileri toplamidir. Boylece

0. ‘ k o0 )k
I D I (L LSRN (S )L Ry A G Ryl
s il
k=0 ) ’ k=0
elde edilir. Dolay1s1yla katsayilar Gauss toplamlian ile i]gihdir Kolayca gorilecegi gibi Sy (n -
1) &‘T(e “=1) ifadesinin Taylor aglhmmda z*+1in katsayisidir. Ote yandan
x(e”“ S B ,62 2?4 nie? n3m3
k! = k! nE 1 ! el TV
e —1 prsa A k(ﬁ+ TR TR T TR

vazilabilir. Burada iki kuvvet serisinin ¢arpimi elde edilmigtir. Bu serilerin Cauchy ¢arpimidir ve 2”’in
katsaysi, Z::o arbn_x seklinde verilir. Bunu pratikte soyle degerlendirebiliriz. {(ao + a1 + azz® +
“Y(bg +byz+box?+ -+ ) ifadesinde 2™ terimini elde etmek igin ilk parantezden ag ikincisinden b,z"

veya birinciden ayz, ikinciden b,_ 27! ... geklinde devam ederiz. Boylece z™’in katsayist verilen
ktler

sekilde olur. 2F*! elde etmek icin ilk parantezden 2zz", ikinei parantezden 2 zF+1=" aliriz.
rt (k+1-r)!

Burada r= 0,1, -,k olwr (r = k4 1 olamaz ¢linki ikinci serinin sabit terimi yoktur.) @yleyse bu
durumda da :L’k+1 ’1n katsaylsl

k-!—l -7 k 13

. .
1 : k+l-7 k11"
Zv’(k+1~r)' ;k+1—rr!(fc—r)!ﬁrn z +1—7‘ 7 &n

r=0

a:k“ katsayisin iki farkh sekilde elde ettik, Boylece Sk(n =~ 1) ve hemen

5’“(” Z1c+1 (i)ﬁ”(nﬂ)m_r

Sor=0

elde ederiz. Hemen goriildigii gibi bu ifade n’ye gore derecesi k+ 1 olan bir polinomdur. Ustelik bu
polinomun katsayilart 5, sayilarina, yani Bernoulli sayilarina baghdir. ‘
Bundan sonra Si(n) ifadesini p asal bir say1 olmak lizere (mod p) ’de inceleyecegiz. Bunun
icin sadece, Sp(p—1) = 1¥+28 4.+ (p—~1)* ifadesini (mod p)’de incelemek yeterlidir. Z, ¢arpma
islemine gore cembersel bir gruptur. Boylece g bir ilkel kok olmak tizere,
gDk _ 1

Sk(p——l)E1+gk+g‘?k+-~~+g@"‘2)k:—;;E——;——~ {med p) veg 1z (modp)
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olsun. p— 1|k ise j = 0 (mod p),p— 1tk ise j % 0 (mod p) olur ciinkii g bir ilkel kdktiir. Ote
yandan ¢g@=U% —1 =0 (mod p) oldugundan Sy(p—1)j = 0 (mod p) olur. p—11{k ise j Z 0 (mod p)
oldugundan Sx(p—1) =0 (mod p) olmahdir. p—1|k ise, de Fermat Teoremiyle Sy (p—1) = p—1= -1
(mod p) olur. Sonug olarak sunu elde etmis olduk;

sie-={ % PILF (modp)

Béylece Sy (n) ifadesini' (mod p)’de elde etmek igin 1% +25 4.4 mP, 1-<m < p—1 seklindeki bir
ifadeyi (mod p)’de bulmak yeterlidir. Burada m,n’in p ile boliminden kalandir. §imdi su sonucu
gosterecegiz.

Yardimeci Teorem: ai,as, -+, a; uygun rasyonel sayilar olmak tizere,

S¥(n) = a1Sk(n) + asSpaa(n) + -+ a; Sap_1(n), k tek ise,
Si”‘(n) = a1Sp+1(n) + asSp3(n) + -+ a;Sak—1(n) kit ise,
S§(n)S2(n) = a1Skya(n) + azSpea(n) + -+ a;Sopya{n)  k+1 tek ise,
SE(n)Sa(n) = a1Spp1(n) + aaSkysa(n) + -+ a;Sopga(n) k+1 ift ise,
egitlikleri gecerlidir.
Kanit: Once bazi somut ornekler ele alahm. %k = 1 igin yapacak bir sey yok k = 2 igin
S%(n) = Ss3(n) oldugunu biliyoruz. k = 3 icin S§(n) = a1S3(n) + a2Ss5(n) olacak sekilde ay, as

rasyonel sayilar: bulahm. Bunun i¢in en saglam yol S?(n+ 1) = a153(n + 1) + a2.S5(n + 1) oldugunu
gozonine alarak,

S3(n+1) = 53(n) = as(Sa(n +1) = Sa(n)) + as(Ss(n + 1) - S5(n))

bir polinom 0zdesligi elde etmektir. Burada n bagimsiz degigken gibi diistiniilmektedir: Buradan
1 .
g((n + 2)3(n + 1)3 =~ (n+ 1)3n3) =a(n+ 1)3 + as(n + 1)5

ve kolayca (n+2)2—n® = 8ay +8az(n+1)% ve a; = %I,ag = ?—1 bulunur. Burada aj+as =1 olduguna

dikkat edelim. Simdi S3(n) = %53(7'&) + —2—55(71) oldugunu timevarimla gosterebiliriz. n = 1 i¢in
1= 31 + %(al + a; = 1 olmasi tiimevarimin baglangicini saghyor). Timevarim adim ise sagladigimiz
ozdeslikten dolay1 hemen yapilabilir. Okuyucu & = 4 igin benzer bir yol izleyerek

§H(n) = 155(m) + £ S1(n)

oldugunu bulabilir. Simdi genel olarak , & tek ise,
S¥(n) = a1Sk(n) + azSpaa(n) + -+ a; Sap_1(n)
alarak (& ¢ift durumu okuyucuya birakilmigtir),
Sin+1) = aySk(n+1)+ - +a;Sop_1(n+1)
ve boylece
SF(n1)= 5% (n) = a1 (S (n+1)= St ()40 (Spa(n 1) Spora (m)+ - -t (St (n-+1)=Sa 1 ().
2%((7?/ +2)F 4+ 1) — (n+ DFnf) = ar(n 4+ £)* + aa(n + P2 4 4 aj(n+ 1)1

ve hemen, )
(n+2)F —nf =2%a; + 2%ay(n + 1) + - 4 2%a;(n 4 1)F 1
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van ai, @y, - <, ¢; rasyonel sayilar: bulunabiliyorsa, her iki tarafin sabit terimleri
: 4+ ag + -+ a; = 1 elde ederiz. Dolayisiyla;

S¥(n) = 4155 (n) + asSesa(n) + -+ a;Sax_1(n)

cin saflanir ve tlimevarimla tiim »’ler igin dogru olur. Boylece sdz konusu esitliklerin olabilmesi
-+, a; nin buldugumuz polinom Szdesliginden belirlenebilmesine baghdir. & tek oldugu igin,

250y + 2%ay(n + D24t ZkaJ (n+ l)k l=(n+ 2‘)l —nf=(nL1+ Dl — ¥

:2@) +2(kZ)(nﬂ)u,..+2<§>(n+1>%_3+? o

1tk 1 [k k
“E g g \pog) T g) 0 T

Béylece ai, as, - -+, a; rasyonel saylarini da belirlemis oluyoruz. Sonug olarak k-tek iken;

1 (kY ‘
SE(m) = grSe(m) + e (&) Sevaln) - s Smea ()

elde ederiz. Benzer gekilde k cift iken,

. 1
SE(n) = = 15k+1(n) + = oI ( >Sk+3(n) +t T 1S2L 1(n)

olduguda gorilebilir.

Buradan su sonu¢ da ¢karlabilir. Her k > 1 tek sayist igin Sg(n)/Si(n) ifadesi Si(n)’in
yonel katsayil bir polinoriu olarak ifade edilebilir. Bunun kanitimi fazla uzatmamak amaciyla, bir
“zel durumda isteneni gorelim. Genel halde de ayni yol izlenir. k = 9 i¢in Ss(n)/S7(n) ifadesini
nen bicimde yazalim. Yazm kolayligiicin -Sg(n) = Si alacagiz. Elde ettigimiz esitliklerden,

7
sie
L

5
57 = s S 1
| 1655+87+ 69, 1)
4 1 ‘
= - -5 2
ST 255 + = 5 7, ; (2)
1 3
3 . = 3
Sl 4S3+ 4:5,57 ) ( )
St o= S (9 (4)
labilir: (1) den So = —Zﬁ — 1 —28;, (2yden S; = 257 — S5 yazlip yerine konursa S =
P—457+2 (3)den S5 = 35 %53 yerine konursa ve (4) kullanilirsa, So = 1857 —457 +4253 257

Ve eséedel olarak

1 12
So/5% = —56; — 457 — 457+ —51‘— %

vazilabilir.
k+ 1 tek ise ilk kisumdaki- gibi

(204 3)(n + 2+ — (2n+ 1)nf+ = 6.2%a5(n + 1) + 6.2%as(n + 1)° + -+ -+ 6.2%a;(n + 1)+

clde ederiz. Sol taraf 2(n+1)[(n+2)"+1—nF+1]4 (n+2)F+! £ nF+1 seklinde yazihp n+1’in kuvvetleri
seklinde diizenlenirse katsayilar hemen,

1 k41 B+ 1
o= 6~2k—1{2< 0 )*( 1 )]




