1 [ (k41 k4 1\]
2. = 6.2k—1_2< 2 >+< 3 )
1 [ (k+1 B 1\]

3. = 6.2k—1_2< 4 )+( 5 )
1 [ /k+1 B4 1\

G o= 6.2k—1_2< I )+< 0 )

bigiminde tayin‘edilebilir. & + 17in tek olma durumu da benzer bigimde ele almabilir.
Son olarak su sonucu gostermeyi de okuyucuya birakiyoruz. Her k ¢ift sayisi i¢in S;(n)/Sa(n)
ifadesi Si(n)’in rasyonel katsayili bir polinomu olarak ifade edilebilir.
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KUADRATIK REZIDULER

Aytek Erdil *

Bu yazida, Sayilar Kurami’nim ¢ok tinli bir
teoreminin kanitim vercegiz. Bu teorem 1783 de
Euler tarafindan ifade edilmis ve ilk kez 1796°da
Gauss tarafindan kanitlanmigtir.

Ilgilenenler, teoremin - bazi - basit
uygulamalarint  96/2  Problem  Semineri’nin
¢oziimlerinden inceleyebilirler.

Kuadratik Rezidii ve Legendre Simgesi

ave n, (g,n) = 1 ve n > 0 olacak
bigimde tamsayilar olsunlar y?> = a (mod n)
denkliginin bir ¢Ozlimii varsa a (mod n) de
kuadratik rezididiir denir. P bir asal ve (a,p) =
1 olmak lizere (£) Legendre simgesi, a (mod p)
de bir kuadratik rezidiiyse 1’e degilse —1’e egit
olarak tamimlanir.

Lagrange Teoremi: (a,,p). = 1 P bir
asal sayr olmak tizere’ P(z) = apa™ +ajz™ ! +
“odan = 0 (mod p) denkliginin,  (mod p)’de
herhangi ikisi birbirine denk olmayan en ¢ok n
¢ozumi vardir.

Kanit: Teoremi n tizerinde timevarimla
kanitlayacagiz. (ao,p) = 1 oldugundan n = 1

*Bilkent Universitesi Matematik Bsliimii Ogrencisi

icin tek ¢oztim- vardir.
dereceli polinom i¢in dogru oldugunu kabul ede-

Simdi teoremin n =1

lim. Herhangi bir a tamsayis: icin P(z) —
P(a) = ag(a™ = a™) + ag (@™t =a 1) + -
an-1(z — a) = (z— a)@Q(z) olacak bi¢imde
tamsayt katsayili, bagkatsayisi-aq olan ve (n —
1)’inci dereceden bir @(z) polinomunun bu:
lundugu goriilmektedir. P(z) = 0 (mod p) den-
kliginin bir.a ¢ozimi varsa diger tiim ¢oztimler
(z — @)Q(z) = 0 (mod p) denkligini saglar.
Timevarim varsayiminuzdan Q(z)’in en.gok n —
1 ¢ozlimii vardir ve bu n — 1 ¢oziimin tumu
a’dan farkh bile olsa. P sayisinin asallign ne-
deniyle P(z)’in en fazla n ¢oziimi vardw. Bu
da teoremin kanitini tamamlar.

Fuler Olgiiti: p, cift olmayan bir asalsa
(3)= az®=1 (mod p) dir.

Kamit: Yazim kolayhgr saglamak i¢in. r =
$(p—1) diyelim a (mod n) de bir kuadratik
rezidilyse. z° = a . (mod p) olacak bicimde bir
z tamsayisi vardir, ve Fermat’min kiiciik teore-
minden a” = zF~! = 1 (mod p) iken Ste yan-
dan a bir quadratik rezidi, tammmdan (%) =1



siyla @ bir kuadratik rezidii degilken
“{mod n) oldufunu gostermek yeter-
= 1% a5 =22, ...
isi modp’de. birbirine denk degildir
olsaydi, (i — 7)(¢ + j) = 0 (mod p)
— Hvpl(@ + j) elde edilirdi ki i # j
li = 4Ll + 4] < p dir) Ayrca
tamsayist igin k* = (p — k)% (mod p)
wiyla aiyag, -+, ar, (mod n)’de tiim
ik rezidileri gdsterir.
n, Lagrange teoreminden, en ¢ok r
a bir quadratik rezidii degilken a” # 1
. Fermat’nin kii¢iik teoreminden a?" =
dir ve buradan (a" — 1){a" + 1) = 0
ve a” = —1 (mod p) elde edilir. Tanim
2) = =1 oldugu icin kanit bu durumda
‘mlanms olur.

Gauss Onsavi: ¢ift olmayan bir asal
} = 1 olsun. = r diyelim ve j =
rigina; =a-j (mod p) ve —r < a; <7
n sayist a; < 0 kosulunu saglayan jlerin
gosteriyorsa )(2)" = (—1)" dir.

Kamit: |a;| sayilan birbirinden farkhdir.
vle olmasalardi. a; = —ay, olacak bigimde
olurdu. Buradan a(j+%) =0 (mod p) ve
=1 oldugundan p|(j+%) elde ederiz. Ama

o

e~

p—

]

1< |a;] < r oldugundan |a;| sayilanyla,
-, v sayilart arasinda bire-bir bir egleme
Buradan ar;as - - - a, = (~1)%r! oldugunu
=a,j (mod p) oldugundan a"r! = (—1)"#!
7) denkhgml elde ederiz. (p,r!) =1 oldugu
= (=1) (mod p) dir. Euler Slciitiinden
" (mod p). dir ve buradan da ) =
” fmod p) ve (3) = (=1)* elde edlhr
e kanit tanumlamr.

Artik baglangicta s6ézlini ettigimiz tinlit
mi kanitlayabiliriz.
Karesel Kargiklibk : Kurali:
iratic Reciprocity)y

p ve ¢ cift olmayan ve birbirinden farkli
arsa

Py a
O

Kamit: Ik onee, n,0 <z < 2(1 <
=gy < 0 kogullarim saglayan (z, y) tamsay
rinin. sayisini * gostermek iizere, Gauss’un

(Law: of

= (=1)iP-D(-1) dir.

,ar = 7% sayilarindan

¥ = 1 (mod p)

k < p—1 oldugundan bu olanaksizdir.

ERDIL

onsavindan (£) = (-1)" oldugunu gozlemleriz.

Bu e§1t51zhk1erden y<(prq)+i<i (p+ 1) elde
ederiz. Buradan y bir tamsay1 oldugu i¢in n’nin,
0<z< 2q ve 0 < y < Dp ile tamimlanan d
dikdértgenin i¢inde 4 59 < pr — qy < 0 kogulunu
saglayan tamsay1 koordinath noktalarin sayisina
egit oldugunu gozlemleriz (Sekle bkz.) Benzer
bi¢imde, m D dikdortgeni icinde ~—p]qy pr <
0 kogulunu saglayan tamsay1 koordinatli nokta-
larm sayisini gdstermek tizere, (i) (=Hm
div. Simdi 3(p — 1)(g — 1) — (n + m) nin cift
oldugunu kamt]amak yeterlidir. 4(]) D(g-1),D
dikdortgeni icindeki tamsayr koordinath nokta-
larin sayisma esittir, ve 2(p—1)(¢g—1)~(n+m), D
dﬂmov‘wem iginde pz — qy < —lq va da qy —
pz < —sp kogsulunu saglayan noktalarm ayritir
ve esit <a{nda mmsa}l kbordmath nokta igerirler,
¢iinkti @ = (g + vey=2i(p+1)-2
biciminde bir degigken degistirme, 1k1 ayrik alan
arasinda bir, bire-bir esleme kurar. Buradan da
bu iki ayrik alanda bulunan tamsay: koordinath
nokta sayisinin ¢ift oldugunu elde ederiz ve kanit
tamamlanir.
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