e’NIN HIKAYESI

Nurettin Caligkan *

Eskiler igin matematik geometri idi,
bu yiizden sayilar geometrik varhiklar olarak
gortliiyordu. Bugiin bile, 7 saywsini cemberlerle
olan iliskisi diginda diiginmek ¢ok zordur.
Bugiinkii matematigin ise daha ¢oziimlemeci ve
“dogaya” uygunlugu bekleniyor. Bu anlamda,
e sayis1 geometrik “varliklarin” uzunlugu, alam
va da hacmi olarak diigiiniilemez. Bu say1 daha
cok transandantal bir say1, dogal logaritmanin ta-
ban1 olarak bilinir. Katsayilar gercel sayilar olan
dogrusal diferansiyel denklemlerin ¢dziimlerinde
de eksponansiyel (issel) fonksiyonlar kargimiza
cikar.

Fuler’in 1730 yilinda eksponansiyel fonk-
siyonu kullamldig biliniyor. Diferansiyel hesap
tizerine yazdifi elyazmalarinda transandantal
fonksiyonlardan bahsediyor ve bu fonksiyon-
lar1 logaritmik  ve eksponansiyel olarak ikiye
aywriyordu.  Notlarinda dy = aydz diferan-
siyel denkleminin ¢oztimuntin y = ¢2* geklinde
oldugunu belirtiyordu.

1748 yihnda yayimlanan ”Introductio
Analysin Infinttorium” adh kitabinda Euler e
sayisini
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seklinde ifade ediyordu. Aymi kitapta, surekli
boliimlerle ifade ettigi e sayisi icin '
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Bu yazmda once lim (1+—— limi-
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tini inceleyecegiz.  Yardimear teoremler kulla-

narak bu limitin varhgim kanitladiktan sonra

da F(z) = [{ 4 olarak tanimlanan fonksiyonu

kullanarak e sayisinin yaklagik degerini bulmaya
caligacagiz.

Bu ilk béliimde a, = (1+ 1)" dizisinin
1) Sl 2) Monoton (artan yada azalan)
oldugunu gosterecegiz.

YARDIMCI TEOREM 1: Her n pozi-
tif tam sayisi i¢in

(1) 2§<1+%—>n<3

dir.
Kanit: k < n olmak lizere bitun pozitif
k sayilari icin

k 1\* EOk?
(2) 1+—g<1+-) <l —+4=—
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egitsizliginin dogiulugu gosterildiginde k = n du-
rumunda (1) nolu egitsizlik elde edilir.
(2) ‘nolu . esitsizligi

kamitlamak igin

~tiimevarim yontemini kullanacagiz.
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olacagindan (2) esitsizligi dogrudur.

Herhangi bir k¥ < n pozitif tam sayis:
i¢in (2) egitsizliginin dogru oldugunu kabul ede-
lim. k+ 1 sayis1 igin (2) egitsizligini gostermeye
calisacagiz.

k igin kabul ettigimiz esitsizligi kul-
landigimizda
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Boylece (2) nolu esitsizligin sol tarafini
kamitlamig olduk. Benzer gekilde
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olacagmdan,  (2) e§itsizli§inin sag = tarafl

dogrulanir.

YARDIMCI TEOREM 2: Her n > 2

tam sayisi igin

(3) (1+ni1>n+l‘> <1+%>n

esitsizligl dogrudur.
KANIT: Binom acilimi kuilanarak
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oldugundan bu iki terimlerini

karsilagtirdiginmzda

1 n+1 1 n
(1+1) > (1+4)

esitsizliginin dogru oldugu goriiliir.

acilimin

p = (1+ %)n olarak tanimlanan dizi,
Yardimer Teorem 1’den dolayr sirh, Yardimer
Teorem 2’den dolay: artandir. Sinith ve monoton
dizilerin yakinsaklarim kullanarak,

lim (l + l)
n—00 n

limitinin ~ degerinin  var olduunu vé = bu
limit  degerinin  (2,3) arabgmnda oldugunu
sOyleyebiliriz.

Yazimizin bu kisminda e sayismin yaklagik
degerini bulmaya calisacagiz.
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fonksiyonu tammliyalim. Bu fonksiyon z > 0 i¢in
artan ve siirekli bir fonksiyondur, dolayisiyla tersi
vardir ve siireklidir. n pozitif tam sayis: icin

"
1

integralinde ¢ = s” donisiimil kullamldiginda F
fonksiyonunun

F(2") =nF(z)
esitligini sagladigy gortiliir.
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esitligi kullamlarak e sayisimin yaklagik degeri
hesaplanabilir.
n pozitif tam sayisi igin y, = (1 + 1)

Zn = F (yn) alalim.
Zn = F(yn) = nf“" %3 olur.
F(xz) fonksiyonu z’e gbre artan bir fonksiyon

oldugu igin
n ! 1 <Zpn<n 1
1+ ;1; " n

<zn<l1

F(e) =

yada

1+1
esitsizligi elde edilir.



Bu egitsizligi kullanarak lim F(y,) =1

oldugunu sSyleyebiliriz. Boylece yn = (14 1)’in
limitinin e’ye egit oldugu ortaya gikar.

k pozitif tam say1 olmak tzere, a = ek
tammbyalim.
1 [edt
ko Jy t
mtegralinde, ¢ = %f% donligimii yapildiginda,
b= i‘ﬂ olmak tizere,

l _ 2/b ds
k 0 1 - 52
elde edilir.

a > 1 oldugundan, b sayisimin 0 < b <1
ozelligini sagladigy gortilecektir.
nunun |s| < 1 icin yakmsak olan kuvvet serisini
yazarak integralini aldigimizda

1 i p2n+l
2% 02n+1

n=

olur.
Bu esitligin ilk 3 terimini kullanilarak
B 5
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fonksiyonunu tanimhyalim. Bu fonksiyonun poz-
1tif kokii b sayist igin yaklagik degeri verecektir.

Ik yaklagim degeri icin by = -21—k alalim.
Newton yontemini kullanarak f fonksiyonunun
koku icin ikinci yaklagim degerini bulabiliriz.

Boylece,
1 f()
2k f ()
1 (1/2k)%/3 4 (1/2k)%/5

T2k 14 (1/2k)% 4 (1/2k)*
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1:

CALISKAN

yada,
120k + 20%% + 6
240k5 + 60k3 + 15k

olarak hesaplanabilir.
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esitliginde by degerini yerine koydugumuzda,

k[ 240K% + 120k* 4 60k + 20k? + 15k + 6\ *
~ \ 2405 — 120k7 + 60k3 — 20k? + 15k — 6

olacaktir. k i¢in degerler verildiginde o
saywsimn e’ye yaklagtigi goriliir.

k=1, a' = 272781065
k=2, a® = 2.71844588
k=3, a® = 272299812
k=4, a*= 271828445
k=5, a® = 271828256
k=6, a6 = 2.718282065
k=7 ,a" =271828191
k=28, d®=271828186

e saysinin ilk 5()0 rakami agagidaki gibidir;

2, 7182818284 5904523536 0287471352
6624977572 4709369995 9574966967 6277240766
3035354759 4571382178 5251664274 2746639193
2003059921 8174135966 2904357290 0334295260
5956307381 3232862794 3490763233 8298807531
9525101901 1573834187 9307021540 8914993488
4167509244 7614606680 8226480016 8477411853
7423454424 3710753907 7744992069 5517027618
3860626133 1384583000 7520449338 2656029760
6737113200 7093287091 2744374704 7230696977
2093101416 9283681902 5515108657 4637721112
5238978442 5056953696 7707854499 6996794686
4454905987 9316368892 3009879312



