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Amnilar

Matematikte “esek problemi” denince Pisagor’un dik iiggen teoremi akla gelir. Cocuklugumda
okudugum Hayat Ansiklopedisi bu yakigtirmay: dik licgen teoreminin ¢oziimiinii veren ¢izimin, bi-
raz da hayal giiciiyle, kulaklarini dikmig bir egek basina benzetilmesine bagliyordu. Yirmi yil kadar
sonra bu konuyu Gebze’de Cahit Arf’a agtifimda ondan baska bir agiklama daha 6grendim. Giiya dik
uggen teoremini kamitlamaya caligip da beceremeyenler bunu yeteneksizliklerine vereceklerine teoremin
anlamsizhgmdan ve kamit etmeye degmezliginden dem vurup ‘egeklik’ ederlermis. Ve bundan dolay:
bu teorem “esek meselesi” olarak bilinirmis...

Kimileri rahatlikla egeklik edip davramslarimi muhtesem bir teoreme takma ad yapma,ktan
cekinmezken Dartiggsafaka yillarimzin miizik ogretmeni sevgili Tahir Sevenay bize Camille Saint-
Saéns’mn Hayvanlar Karnavali adl eserini agiklarken sira eseklere gelince Saint-Saéns’m kibarhgina
direnmesz, kendisi de “uzun kulakli sahsiyet” tamlamasini kullanirdi. Bu inceligin icindeki muzip
neseyl anlayamaz, kis kis giiler, alay ederdik. Yillar sonra bu egekligimizin farkina vardigimizda
kendimizi affettirmek icin telagh hayallerimizde sik sik Tahir Beyden af diledik, ellerinden &per olduk.
Ama nafile. Yapilan yaramazliklar amlarda kaha...

Yakin Zaman

Turk matematik literatiiriinde bir bagka “egek meselesi” daha vardir ki hikayesi anlatmaya deger.
Yillar 6nce Tirk Matematikgilerinin ilk internet tartigma ortami olarak Mustafa Akgil tarafindan
turkmath listesi kuruldu. Daha bu liste ne ige yarar, nasil kullanilir diye diistinmeye vakit kalmadan
Ali Nesin “Nedir bu ‘h’ harfinin anlami ‘turkmat’ kelimesinin yamnda?” diyerek ilk tartismay1
baglatti. Bu ‘h’ harfi kimilerinin gururuna bir ‘diken’ gibi batarken kimileri de boyle bir ‘dikenden’
gocunamayacak kadar duygusuz olmakla suclandi.

Tartigma azmig yiiriimiis, kargilikl eseklikler ilerde bafislanmasi zor diizeylere tirmanirken In-
giltere’den Haluk, soyadini unutma esekligini gosterdigim igin beni bagislasin, bu listenin amacim
bize hatirlatmak icin bir “egek problemi” ortaya atti. O kizginhkla bu probleme saldirdik. Bu kez
¢Ozemeyenler sesini gikarmad da ¢ozenler ‘egeklik” etti(k). Giya bu problem ¢ok basitmig de boyle
yiksek seviyeli bir listede bu problemin ne igi varmis. Breh breh! Sanki o ‘h’ harfinden dikenler
yaratip birbirine saldiranlar bizler degiliz.

Ote yandan Haluk, bizi bu seviyesi hi¢ birimize yakigmayan tartigmadan ¢ekip ¢ikarsm diye;
problemin bagma bir de 8diil koymustu: Cdzene Iskender doner... Fakat ¢Ozenlerin sayisi onun
biitcesini tehdit eder diizeye ¢itkmaya baglayinca 6diil siiresinin doldugunu ilan etmek zorunda kalmugtr.
Ben de ¢ozenler arasmdaydim. Hala bir yabanct bana selam verdiginde Haluk Inglltere’den dondi,
beni buldu ve Iskender yemeje goturecek diye diigliniirim. Sen hem ¢ocugun soyadini bile hatirlama, .
hem de Iskender dénerini bekle. Bendeki de az eseklik degil...

Soru

Haluk’un problemindeki egek bir tarlanin kenarma bir iple baglanir ve otlamaya birakilir. Matematik
problemlerinin koylilleri gercek hayattaki koylilere benzemeyeceginden bu problemdeki koyliintin de
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tarlast hem daire seklindedir hem de tamamen ¢im ekilidir. Bir matematik problemine konu olmak
i¢in bu kadar ‘tuhaflik’ elbet yetmez. Bu koylintin bir de garip sorunu vardir. Tarlanin kenarina
bagladigl egegin ipini ne kadar uzun tutmalidir ki egegi tarladaki cimlerin en fazla yarisim yiyebilsin.
Ne diyelim, Allah bagka dert vermesin...

Sorudan Modele

Bir ‘gergek hayat’ problemini ¢dzmek i¢in énce onu modellemek gerekir. Modellemek demek prob-
lemi matematik tekniklerinin uygulanabilecegi bir bigime sokmak demektir. Bu arada matematigin
anlayacagi ama ¢bzemeyecegi bigimlerden de uzak durmakta yarar vardir. Elbette asl goz ontinde
tutulmas: gereken konu, eger matematik teknikleri, olur ya, bu problemi ¢ozerse, bu teknik ¢oziimi
ilk bagtaki problemdeki soruyla ilgilendirebilecek konumdan uzaklagmamaktir.

Bu problemi modellemeye once egekten baglamakta yarar var. Ne de olsa tim sorun onun
bagimmm altindan gikiyor... Ornegin ipin uzunluguna egefin baginin uzunlugunu katmaya kalksak,
hatta egek zorlayinca ipin ve boynunun dogal esnekliklerinden dolayi mesafenin biraz uzayabilecegini
goz Ontine alsak iginden ¢ikilmaz bir problemle kargilagiriz. Bizim Iskender de hayal olur. Oyleyse
esefin boynunu ve probleme zaten etki etmeyecek difer boyutlarini ihmal edelim: egek olsun bir nokta.

Ipin esnekliginin katkisinin cok kiiciik olacagini kabul edip ipi de esnemez kisalmaz kabul edelim:
1p olsun bir dogru pargas:.

Zaten tarlayr bize daire bigiminde diye tamittilar. Hicbir gercek tarlanin tam daire olamay-
acafgim, simrlarindaki piitiirlerin, belirsizliklerin denklemini yazmanin dile getirip bagimiza ig al-
mayahm. Tarla olsun bir daire.

Esek tarlanin kenarina baglanmist:. Muhtemelen saglam bir kazik ¢akip esegi buraya baglarmgtir
koylii. Esek cekigtirdik¢e bu kazmk yerinden oynar ama bunun da etkisi az olacagindan kazigr da
datrenin ¢evresi uzerinde bir nokte olarak diiglinelim.

Cimlere karsihk da dairenin alamini diiginelim. Esek ipinin uzandigi her yerdeki cimleri
yivecegine gore bunu da goyle tercime edelim: bir dairenin ¢evrest ézerinde alinan bir noktayr merkez
olarak kabul eden bir baska daire var.

Esegin ¢imlerin yarisini yeme kogulunu da ki dairenin ortak alany birinci dairenin alanwmn
yarisi olmal diye ¢evirelim.

Modele Ya,klagtlkga

Simdi ortada iki daire ve iki yar ¢ap var. Bunlara A4 ve B daireleri diyelhim. Koyltintn tarlas: olarak
diigiinecegimiz daire A dairesi, egegin gezip dolasabilecegi bolgeyi gosteren daire de B dairesi olsun.
Birinci dairenin yarigapr K4 ikincisinin yaricapi da R olarak gosterilsin, _

Verilen her R4 gercel sayisi igin saglayan bir R gergel sayisit ariyoruz. R, sayist elbette
kullandigimiz uzunluk birimine gére degigen bir say1 olacak. Ama birim degigse bile uzunluk degigme-
yeceginden hesaplarda gereksiz ‘hamallik’ yapmamak i¢in yeni bir uzunluk birimi icat edelim ve buna
gore R4 = 1 birim olsun.

Problem, verilen sartlar: saglayan, bir R sayisi bulmaya dénusti. (bkz Sekil 1.)

Sekil 1

R ne olmah ki tarali olan % ol-
sun? Yada R ne olmah ki A
dairesinin taranmanug bolgesinin

alam I olsun? (1)
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Biraz Matematik

Bu asamada da o ‘verilen kogullarin’ formiile edilmesiyle ilgilenelim. Yaricap: bir birim olan bir
cemberin Uzerinde bir nokta aliyoruz. Bu noktayt merkez olarak kabul eden R yarigaplt bir ¢cember
¢iziyoruz. Iki cemberin ortak bolgesinin alaninin /2, yani yarigap: bir birim olan dairenin alaninin
yarisi, olmast i¢in R sayisinin ka¢ olmas: gerektigini aragtiriyoruz.

Elimizdeki denklemin bir tarafinda #/2 8biir tarafinda da tarif ettifimiz gekilde kesigen iki
dairenin ortak alam var. Demek ki elle tutulur gozle gorilir bir denklem kurabilmek i¢in gimdi
yapilacak gsey boyle bir kesigimin alamm yazmak.

Bir stire otlar ve esekleri unutup yiiksek matematik, yani tek degigkenli tiirevlenebilir fonksi-
yonlar matematigi, yapacagiz. Burada adi gegen tek degisken elbette egegin ipinin uzunlugu olarak
dusgiindiigiimiz R sayisi. Fonksiyon da iki dairenin ortak alam. Elbette R degisirse bu alan degigecek.

Elimizde tek degigkenli bir fonksiyon oldugu kesin. Kesin olmayansa bu fonksiyonun tiirevienebilir
olmasi. Aslinda bu noktada bunu bilmiyoruz. Ama tecriibeler, Eflatuncu doga anlayig, agik ya da
gizli inanglar, bugiine kadar kargimiza ¢ikan ve dogal problemleri modelleyen fonksiyonlarm hemen
hemen hepsinde oldugu gibi bu fonksiyonun da tiirevlenebilir olacagr umudunu bize veriyor. Biz bu
umuda kanp baz seyleri kontrol etmemeszlik yapmayacagiz. Ama bu umut olmasa, bu problemde
kuracagimiz fonksiyonun ic¢inden gikilmas: miimkiin olmayan, daha 6nceki tecribelerimizle anlaya-
mayacagimiz bir fonksiyon olacaf korkusu lizerimize sinse, bu problemi ¢dzmeye yeltenmeyiz bile.
Iskender déneri de Haluk bagkalarina ismarlarken biz ‘burnumuzu cekeriz’ (anneanemin bir lafidur!).

Her ¢ogziilen problem onun buyiikligiine ve bilinmezligine aldirmadan pervasizca onunla ugrasanlar
tarafindan ¢oztilmiigdiir. Bizim de ugrastigimiz zaten alt tarafi bir “esek meselesi”.

Artik model olarak ¢izdigimiz sekle bakip denklemimizi kurmaya baglayabiliriz.

Bir Denkleme Dogru

Dairelerin kesistigi yerin alam birim dairenin alammin yars: olacaksa, birim dairenin i¢inde kalan
kesigme dis1 alan da birim dairenin alaninin yarisina egit olacaktir. Ayrica dairelerimizin merkezlerini
birlegtiren ¢izginin altinda ve tstiinde kalan seklin birbirinin tipatip aynist olacagini da gozleyelim.

r=R

(R, cos-! %-)

Sekil 2
Simdi Sekil 2’ye bakarsak problemi su sekilde formiile edebiliriz: Oyle bir R sayist bulalim ki
sekildeki taral alan 7/4 olsun. Burada polar koordinatlar kullandigimiza dikkat edin; merkezi (1,0)
olan birim ¢emberin denklemi polar koordinatlarda r = 2cosf olarak verilir. Merkezi orijinde olan
ve yarigapt R olan ¢emberin denklemi de r = R’dir. Bu iki ¢ember polar koordinatlarda r = R ve
# = 4 cos™! % noktalarinda kesigirler.
Tarali bolgenin alanmi A(R) ile gosterelim.

|
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Hesap Liitfen!

Simdi integral hegaplarina baglayabiliriz.

™ ; o :
A(R) = 7 ; 1)
olsun istiyoruz. Once A(R)’yi hesaplayalim:
—cos™ - —cos—! R 2 2 §=cos™? "7}}
AR) = {57 [T vdrds = 5 % (20080~ ) do = (Yein20 40— 50)|

=

Burada bir kenan R ve hipoteniisii 2 olan bir dik iiggen kullanarak sin(2cos™! £) i¢in BA=FZ

degerini bulup yerine koyarak

AR) =

A4 — B2 2
1_.._____.._._}8 i-F _}.( R )cos'lg (2)

2 P) -5

bularaz ve bunu (1) ile kiyaslarsak

Vi — R2
E—%-—R——+%(2~RZ) cos™!

2| B

n
1 ®)
denklemini saglayan R sayisim aradigimiz sonucuna variriz.

Tek degigkenli fonksiyonlar teorisi, ve ozellikle integral teknikleri, kullanarak uzun bir hikayeyi
v denklemin ¢Ozlimiine indirgedik. Bize (3) nolu denklemi veren $ekil 2’ye tekrar bakarsak
lemin bir anlami olabilmesi i¢in R uzunlugunun 0 ile 2 arasmda olmasi gerektiginmi buluruz.

Yine Sekil 2’ye, ya da (3} nolu denkleme, bakarak R arttikca A(R)’nin, yani taral alamn
cagim goriirliz. Demek ki [0, 2] aralifinda (3) denkleminin bir tek ¢Szlimil var. A(R) fonksiyo-
n bu aralikta tiirevlenebilir olmas: koklerinin nerelerde bulunacag: konusundaki beklentilerimizin
u olmasim sagliyor. : :

Cozum Ararken

r oldugunu ve tek oldugunu anladigimiz ¢6zimi gimdi arayabiliriz. Once cos™! fonksiyonunun
- hesaplanabildigi degerleri deneyelim;

T 1 =
A(1) = 0.95661... > —, AWV2) = 5<7T
Bovisce aradifimiz R degeri igin
1<R<V2

amasint bulduk. Bu esitsizlik bize (2 — R?)’nin sifirdan farkli oldugunu séyledigine gore (3)
leminin her iki tarafim (2 — R?)’ye bolip cos™! 1—;'— ifadesini denklemin bir tarafinda yalmsz

cmaya ¢aligirsak

4R n-RJ/I-R? A
2 22-RY) “)

CO8

gini buluruz. Bu denklemin sag tarafinin 7/2’den kiigiik oldugu kogulunun da koymamiz gereke-
Aksi takdirde bulacagimz ¢oziimler cebirsel modelimizin ¢ozliimii olacak ama geometrik prob-
nmizle ilgili olmayacaklar. Okuyucu
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7 — RV4 - R?

- -

esitsizligini kendisi ¢oziip
R < 1.27489...
olmasi gerektigini kolayca gorebilir.

Simdi (4) denkleminde her-iki tarafin cosiniisiinii alip problemi bir' kok bulima problemiie
indirgeyebiliriz; R sayisini (1,1.27489) aralifinda secmek koguluyla

F(Ry = R-—2cos <%)

fonksiyonunun koklerini bulmak istiyoruz.

Mertlik Bozuluyor

Buraya kadar romantizmin riizgarinda gel‘dik ama artik tifegi icat edip mertligi bozmanin zZaman
geldi. Mathematica programina agagidaki komutlar: verirsek

£:=R-2*%Cos [(Pi-R*(4-R~2)~(1/2))/(2%(2-R"2))]

n:=b5 :

N[FindRoot[f == 0, {R, 1,1,1.27489}, AccuracyGoal -> n,
WorkingPrecision -> n],n]

bize derhal
{R —> 1. 158728473018121517828233509933509149688292266492096512}

sonucunu verir. Bu say1 noktadan sonra 53 basamaga kadar dogrudur. (Son basamak,; yani 54.
basamak, 2 degil 1 olmal... )

Coziimu tam olarak degil ama noktadan sonra elli i¢ basamakhik bir hassashkta bulduk. Pi
sayisimin kirk basamakhk acihmu ile evrenin bilinen ¢evresinin uzunlugunu bir protonun ¢apindan

daha kiigtik bir hassaslikta hesaplayabileceginizi diigliniirseniz buldufumuz bu sayiy1 ‘yaklagik’ diye
kiigiimsemezsiniz!

Ayrilirken

Buraya kadar igler yolunda gitti ve bir say1 bulduk. Ama bu saymin 7 sayisinin rasyonel bir kat: olma-
mast, e sayistyla dogrudan bir iligkisinin goriilmeyigi romantik matematikgileri biraz hayal kirtkligina,
ugratt. Bu kadar ¢alig cabala, sonunda kargina gika ¢ika hig bir sablona sokamayacagin bir say1 ¢iksin.
Hig degilse bu say1 altin oranla bir gekilde ilgili olsaydi! Her halde bu sevimsiz durumu, problemin
adindaki ‘egek’ kelimesinin nereden geldigi konusunda alternatif bir agiklama olarak akilda tutmakta
yarar var... ~

Bu yazimin icinde “egek” kelimesinin, degigik ¢ekimleriyle birlikte, kag kez gectigini bulmay:
ve bunun Bernoulli sayilariyla bir ilgisi olup olmadigimi arastirmayr da dogal olarak okuyucuya

birakiyorum. Ben gimdi, evvelki climlede séziinii ettifim, “Bernoulli Sayilar1” yazirm hazirlamaya
gidiyorum...

Acgiklama: Bu yazida adi gecen tiim kigi ve kuruluglar hayal irinii olup hig bir gercek kisi ya da
kurulugu temsil etmezler. Haluk! Bu seni baglamaz. Donerleri unutmadik...



