KONININ KESITLERI (II)
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. Dhgmorkezlilik ve Dogrultmanlar

Digmerkezlilik kaveams, inceledimiz dort
ciirivi aym bakiyy ags etralinda toplamami
saglayacak, Dhigmerkezhilik hakkinda bir fkir
elde edebilmek igin Gnee parabolin tanmim
hatirlayalim: dogroltmana ve odafn esit uzak-
likinki noktalarmn kimesi. Dogrultmam D ile
gosterirsek, bu |[VO| = [N D] demek olur; yani

vo| _
IND|—

orani 1'e egittir. Bu orana dismerkeziiik denir,
Bu kavram gimdilik sadece parabel icin var.
Diger i efri icin ya digmerkezlilifi bagka tir-
lis tamumIayip buradan egrilerin dogrulimanlarina
gegebiliriz, yn da bu egrilerin 8nce dogrultmanla-
rin tammlayip sonea digmerkezliliklering hesap-
layabiliriz; hatta dort efrinin hepsing en bagtan
vukaridaki denklemle tanimlavabilicdik, Biz bi-
rinei yolu seqecediz,
Elips ve hiperbolin digmerkezliligi

r=

= e

ile tanimlamr; yani bu efriler igin dismerkezlilik,
odaklar arasm uzakhifin, tepe noktalan arasimdaki
uzakliga oranidir. ¢ wzunlufuny a ve & cinsinden
yazaraak, elipsin dsmerkezliligi
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hiperbolim dismerkezliligi ise
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olur. Buradan gériiriz ki elipsin dimerkesliligi
I"den kiigiik. hiperbolinki  1'den  biiyiiktiir,
Parabol ise 1 olan digmerkezliligi ile clips ile
hiperbol arasinds bir gegis egrisidir.

Elips yassilngtiken &, o va oranla azalir ve
digmerkezlilik 1'e yaklagr; elips yuvarlaklagtikea,
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b ile a birbirine yakindir ve digmerkezlilik sifira
yaklagir. Yani digmerkezlilik, en anindan elipste,
basikhfin bir &lgisidir. Cembere golince, bu
cfrinin odaklar ¢akigan bir deel elips oldufunu
belirtmiglik. Yani ¢ = 0'dir ve a da yangapiar;
dolaymiyls gemberin digmerkezlilifi ¢ = 0'dir,
Bu da samrtmamaly, bu derece simetri Gzellikleri
gosteren bir efrinin basik hig bir tarafi yok tabii.

Simdi artik elips ve hiperbol icin de
dogrultmantar balabiliciz. Bunoan igin parabaliin
digmerkezlilik tammindan yararlanacagz. & veri-
len egrinin dismerkezliligi, O odaklarmdan biri ve
N efiri uzerinde bir nokta isc, bu odaga karsilik

gelen dogralfman D,
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esitligini saflayan ve egrinin eksenine dik olan
dofrudur. Elipsin ve hiperbolin ikiser odagy ve
dolayimiyla ikiser dofrultmam vardir, Bir tek
odagn ve dofrulimam olan parabol bir bakima
yanm bir elipsten yanm bir hiperbole gegistir.

Dofrultmanin  tanimundan onun  bir-iki
oedllifini hemen ckartabiliriz, Onece denklemi
IND| = e| N3] diye yazahm, Cember digindaki
g effride £ > 0 ve |NO| > 0 saglanae. O zaman
[N DY = 0 olmak zorondadir; yani efri fizerindeki
bir noktamn dogrultmana veakhgy sefie olamaz.
Diger bir deyigle dogrulimanlar efriyi kesmes,
Bunu parabol igin tanim gerefi gaten bilivorduk,
Odaklan sabit kalip digmerkezlili azalan elipsler
diigiiniirsek, [NO| wzunlugu bir sire sonra fazla
degigmez. e'deki azalmay: karplamak igin [N D]
artmak zorundadie; yani degrultmanlar alipsten
gittikee uzaklagir. ¢ = 0 suwr haline karsilik ge-
len gemberi, dofirultmanlan sonsuza kaomis bir
elips clarak dusinebiliriz.

Baglarda incelediiimiz birer elips ve hiper-
boliin dofrultmantarm bulalin, Nz, ¥) noktass
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elipsinin lizerinde ve a > b olsun. - Os(c,0)
odagim kullanalim. Elipsin ekseni y = 0
oldugundan, buna dik olan ve Oj’ye kargilik gelen
Dy dogrultmam z = dy seklindedir. ds’yi bu-
lacagiz. Elimizdeki bilgileri dogrultmanin tanim
denkleminde kullanirsak, '

V=P +y? ¢

|dy — x| a
egitli@inibelde ederiz. y? yerine elipsin denkle-
minden elde ettigimiz denkligi kullanalm; 6% =
¢?—a? yazalim; sonra iki tarafin karesini alalim ve
elde ettigimiz ifadeyi do icin ¢ozelim. Bir takim
hesaplardan sonra

2 2

a a

dy = 2z — — veya dy = —

c ¢
buluruz. = Dogrultmanin - denkleminin N ’den
bagimsiz olmasi gerektiginden ilk ¢oztim gergek
bir ¢oziim degildir ve Ds dogrultmamn

dogrusu olur.
denklemi

O1(~¢,0) odagimt kullansaydik,

Cl2 a

c e

olan D; dogrultmamm bulacaktik. Elipsimizde
z’in aldigr en biiylik ve en kiigiik deger (y = 0
aldigmmzda) # = a ve ¢ = —a’dir. 0 <e <1
bilgisi de bize do2 > a > ¢ > 0 ve d; < —a <
—c¢ < 0 wverir. Bu ise her odak-dogrultman
¢iftinin merkezin ayn tarafinda bulundugunu ve
elipsin de her odak-dogrultman ¢iftinin arasindan
gectigini soyler.
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Benzer bir hesab1 N(z,y) noktasini iceren

_ve eksent y = 0 olan

2 2
g
a b2
hiperbolii i¢in de yapalim. Degisiklik olsun diye
01(—¢,0) odagim kullanalim. Dogrultmana z =
dy deriz ve tanimda yerine koyarak

ViE+e)?+y* e

I:C - dl! a
yazariz. Yukarida izledigimiz yolla d;’i buluruz.
Dy ve D, dogrultmanlar sirayla
:Lr::dl:——E ve x:dgzg
e e

dogrulan ¢ikar. Denklemler elipstekilerin aynisi-
dir, yalmz dogrular farklidir, ¢linkt sumdi e >
1’dir; o saman dy > a ve dy > a gergeklenir. Hi-
perboliimiiziin denkleminde y = 0 alarak z?’hin
aldig1 en kiigiik degeri, dolayisiyla da z’in sifira
en yakin degerlerini buluruz; bunlar 2 = —a
ve 2 = a’dir. O zaman —¢ < —a < dy < 0
ve 0 < dy < a < c egitsizlikleri gegerlidir.
Elipste oldugu gibi her odak-dogrultman c¢ifti
merkezin ayni tarafindadir ve hiperbol her odak-
dogrultman ¢iftinin arasindan geger. Farkl olan
taraf, burada dogrultmanlarin merkeze hiper-
bolden daha yakin olmasidir. Hiperbol, odak-
larinin merkeze kendisinden daha uzak olmasiyla
zaten elipsten ayriliyordu.

Yy

x=8

[-4
b, NGy
0,(~¢, 0} a 0,c,0)
(4

fmme @ > |
fe—C = (3 ~>|

Ozetle, |[NO| = e|ND| esitligi cember
digindaki diger li¢ egrinin ortak denklemidir;
hangisi oldugu e’nin degerinden anlagilir. Yal-
niz bu denklemi dogrudan kullanmak zor. Dog-
rultman ve odak verildiginde bu denklemle
baglayarak egrinin denklemine gegebiliriz. Bir
ornekle gorelim. Merkezi bagnoktada, odak-
larindan  biri (—4,0) ve buna kargilik gelen
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dogrultmani # = —16 olan egrinin denklemini
vazalim. Hemen ¢ = 4’tlir ve digmerkezlilik
tanimmdan e = c¢/a = 4/a olur. Dogrultman
egitliginden ise —16 = —a/e buluruz. Bu iki
esitlikten e’yi hesaplarna: e = 1/2. O halde
egri bir elipstir. N(z,y) elipsin bir noktasiysa,
[NO| = ¢|ND| denklemi

VE-OP TG 0F = gl (-16)

(244 497 = g+ 16)
427 + 322 + 64 + 4y® = 2% + 322 + 256
327 +4y? = 192
£E2 y2
7 + i 1

verir.  Ashinda e’yi buldugumuz anda a’y1 da
bulabilirdik: @ = 8. Oradan b = Va? —¢? =
V64 =16 = 48 gkardi ve elipsin denklemini

hemen yazabilirdik.

D. Kutupsal Koordinatlar

Kutupsal koordinatlar kisaca hatirlayalim
once. Yukarnida diizlemdeki bir N noktasim
gostermek icin Kartezyen koordinatlar dedigimiz
(z,y) gercel sayr ikililerini kullandik. - Bun-
lar noktanin sirayla y ve z eksenlerinden olan
uzakbiklarl.  Kutupsal koordinatlar, diizlemdeki
bir noktay1 {r,@) diye bagka bir ikili sistemi ile
gosterir. 0, pozitif x ekseninden, N’yi bagnok-
taya birlegtiren dogru parcasina kadar olan agidir.
Saat yoniinun aksi yonde gidilirse 8 pozitif, saat
yoniinde gidilirse § negatif olur. r ise N 'nin
bagnoktadan uzakhigidir; yani

= VE T 0P = VR

Bu tanumda r pozitiftir. Ama bazan negatif r
degerleri de kullanilir; o zaman bagnoktadan- N
yerine — N yonine gideriz. Her iki durumu iceren

’I’Z - ;c2+y2

yazmak daha dogrudur. N ’den z eksenine ¢izilen
dikmenin ayagima M der, bagnokta, M ve N 'nin
olugturdugu dik ticgene bakarsak,

tan g = <
z
egitligini goriiriiz. Yukaridaki ésitlikler, N nok-

tasinin Kartezyen koordinatlarindan kutupsal ko-
ordinatlarini nasil bulacagimizi gosterir.  Aym

licgende gene hemen gorelegimiz

z=rcosf

y = rsinf

esitlikleri ise NV ’nin kutupsal koordinatlarindan
Kartezyen koordinatlarina gegmek icindir. Kar-
tezyen koordinatlarin bagnoktas: (0,0), kutupsal
koordinatlarda, # ne olursa olsun, » = 0’a kar-
silik gelir. Kutupsal koordinatlarda fonksiyonlar:
genellikle » = f(0) seklinde yazariz.

y
N (8}
e XS5

x x

Simdi ¢ember, parabol, elips ve hiper-
boliin kutupsal koordinatlardaki denklemlerini
bulacagiz ve dordiiniin de bir tek denklemle ifade
edilebilecegini gorecegiz. Dért efriyi ayirdeden
ozellik digmerkeszlilik olacak.  Digmerkezlilige
daha once ozel dnem vermemizin bir nedeni de
buydu.

Once daire digindaki iic egriyle ilgilenelim;
cemberi sonra elipsin 6zel hali olarak ele alacagiz.
Egrimizin dismerkezliligine e, bagnoktada yerles-
mis odaklarindan birine (paraboliin tek odag:-
na) O, buna karsilik gelen dogrultmana z = —d
(d > 0) ve egrinin uzerindeki bir noktaya N (r,0)
diyelim. O zaman |[NO| = r ve |[ND| = d-+rcosf
olur. Bunlan |NO| = ¢|N D| denkleminde yerine
koyarsak, énce 7 = e(d + rcos§) ve sonra bunu
7 ic¢in ¢Ozersek,

_ de
"T T T ecost
kutupsal koordinat denklemini elde ederiz. Eger
dogrultman z = d, y = —d veya y = —d
dogrularindan biri olsaydi, sirayla

de
P = —
1+ ecosf

. de
T 1—esing’

. de
T 1+esing

denklemlerinden birini elde edecektik. Biitiin bu
denklemlerde egrileri ayirdeden 6zellik digmerkez-
liligin 0 < e <1, e =1 veya e > 1 olmasu.

3]



Elipste ve hiperbolde dogrultmanlarm ve odak-
larin merkeze sirayla ef/a ve ae uzakhiklarinda
oldugunu gormiigtik.  Simdi merkezin degil
de odagin bagnoktada bulundugunu goz oniine

alirsak,
a
d==4( - —ae
e

verir. Bunu egrilerin kutupsal koordinat denkle-
minde yerine koydugumuzda,

,,,,,

L a(l—e?)
T_il—ecosﬁ

elde ederiz. + igaretiyle e. = 0 ozel hali bize
r = g verir ki bu bagnoktadan sabit a uzakhifinda
olmak demektir; yani bagnokta merkezli ve a
varigaph ¢emberden bagka bir gey degildir.

Cikarttigimmz denklemlerden, elips ve ¢cem-
beri parabol ve hiperbolden aywran bir sonuca
varabiliriz. e = 0 iken » sabit oldugundan agikca
cember sinirlidir. Elipste 0 < e < 1 saglamr ve
paydadaki 1 —ecosf (veya digerleri) hep sifirdan
uzak durur. Dolaywsiyla r sinirsiz biylyemesz;
vani elips de simirhidir. Parabol i¢in denklem

e d
. T 1—cosf

geklindedir. @ sifira yaklagtikca, 1 —cos@ da si-
fira yaklagir ve r simrsiz biyiir. ¢ = 0 ise pozi-
tif & eksenine kargilik gelir ve bu ayni zamanda
paraboliin de ekseninin bir kismudir. Hiperbolde
e > 1’dir ve cos = 1/e = a/c esitligini saglayan

1
0 = 4 cos! (—) = 4 cos™? (E)
e e
a¢ilarma yaklagdikca r gene simirsiz biiytir. Bu

acilar bize bir sey hatirlatmali. Once bir kenarn
a, hipoteniisi ¢ ve aralarindaki ag # olan bir dik
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tggen duginelim; liglined kenar v/a? — ¢2? = 4b

ve

tan§ = :f:é
: a

olur. tanf’nin aynmi zamanda bagnoktadan gegen
bir dogrunun egimi olabilecegini hatirlarsak,
tekrar hiperbolin asimptotlarimi bulmus olu-
ruz. Hiperbolin asimptotlarina yaklasmas: ile
merkezinden simirsiz uzaklasmasi birlikte mey-
dana gelmektedir.

Inceledigimiz egri denkleminde dogrult-
man(lar) dikeydi; bu ve bir odagin bagnoktada ol-
mast bilgisi egrinin ekseninin « ekseniyle ¢cakigtig
sonucunu dogurur. Tepe noktalarnn da ecksen
izerindedir. Kutupsal koordinatlarda pozitif ve
negatif © ekseni § = 0 ve § = 7 egitlikleriyle
verilir. Egri denkleminde bu ¢ degerlerini kulla-
narak, tepe noktalarim

de

0: —_—
0, r T
de

0: =
T, r T+e

olarak buluruz. Parabolde yalmiz ikincisi geger-
lidir. Cemberde ise zaten eksen, dogrultman
veya tepe noktalan tanimlamamugtik. Ashnda
cemberin her noktasi tepe noktasi olarak da
gorulebilir.

E. Ikinci Dereceden Egriler ve Diizlemde
Doéndiirme

Kartezyen koordinatlara geri domiip, iki
degiskenli genel ikinci dereceden denklem de-
digimiz

Ae? + Bey+Cy* + De+Ey+ F =0

geklindeki denklemlerin diizlemdeki grafiklerini
inceleyecegiz.  Kargimiza hep tanidik egriler
cikacak. A, B,C’nin en az birinin sifirdan farkh
oldugunu kabul edecegiz; aksi halde hem denklem
ikinci dereceden olmaz, hem de grafik yalnizca
bir dogrudan ibaret olurdu. Bu denklemde ikin-. -
ci dereceden kasit 2’in ve y’nin derecelerinin
toplammdir.

Simdiye kadar inceledegimiz dort egri bu
tip bir denklemle ifade ediliyor dikkat edilirse.
Simdilik B = 0 alalim. Cemberin denklemi
A = C veriyor hep. Parabolin denklemi ya
A=0yada C=0vede D# 0 veya E #£0
demek oluyor. Elipsin denklemi A # C ve A
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ile C'’nin igaretlerinin farkl olmasim gerektiriyor.
Merkezi olan li¢ egride merkezin basnoktada ol-
mast D = E = 0 olmasini, bagka bir noktada
olmast D # 0 ve/veya E # 0 olmasini saghyor.

Diger ozel durumlara da kisaca deginelim.
A =1 ve diger katsayilar sifirsa, 2 = 0 yani
z = 0 dogrusunu elde ederiz. A = C = 0,
B=D=1ve FE=F = —1 halinde elde et-
tigimiz 2y + 2z —y — 1 = 0 denklemini ¢arpanlara
ayirirsak (z — 1)(y + 1) = 0 buluruz ki bunun
grafigi kesisen # = 1 ve y = —1 dogrularidir.
B=C=F=0,A=1,D=-3ve F=2
durumunda ¢ikan 2 — 3z + 2 = 0 denklemi de
carpanlara ayrihir; ¢kan (z — 1)(z — 2) = 0’m
grafigi paralel z = 1 ve 2 = 2 dogrulandir.
B=D=FE=F=0ve A=C =1 ise, denklem
z?+y? = 0 dir ve grafigi tek bir noktadir: (0,0).
Denklemi saglayan hi¢ bir nokta olmayabilir de;
ornefin A = F = 1 ve diger katsayilar sifir iken
buldugumuz z* + 1 = 0 denklemi.

Simdi en onemli soruna gelelim. B # 0
ise (ve grafik az onceki kesigen iki dogru dzel hali
degilse) ne yapacagz ve grafik ne gkacak? Cevap
basit. Gene 6zel hallerden birini ya da ¢cember
digindaki ii¢ egriden birini elde ederiz, yalnmz
egrilerin ekseni hep incelediklerimizin aksine z ya
da y eksenine paralel olmaz. . Tersine, ckseni z
va da y eksenine paralel olmayan elips, parabol
ve hiperbol, ya da ikisi birden eksenlere paralel
olmayan kesigen dogrular, B # 0 olan bir den-
klemle ifade edilirler. Kiigiik bir drnek verelim.
Odaklar1 01(—2,2) ile 02(2,2) ve a uzunlugu
2 olan hiperbolin denklemini yazalim. Merkez
tabii ki bagnoktadir. (z,y) hiperbol iizerinde bir
nokta ise, tanimdan

Ve +2)2+ (y+2)2 —
V(E=22+(y—22 =24

yazariz. Bunu iki kere kareleyerek sadelestirirsek,
denklemimiz
Ty = 2

haline gelir. Bu denklemi y = 2/z geklinde yazip
limit alarak

lim y= lim y=0,
&= 400 T——00

lim y = +oco0 ve

L lim y= —
z—0

r—0-

buluruz. Bunlar bize hiperboliin asimptotlarinin
z exseni (y = 0 dofrusu) ve y ekseni (2 =
0 dogrusu) oldugunu séyler. Hiperboliin ek-
seni, odaklar1 birlegtiren dogru, yani y = =z

5]

dogrusudur; bu dogru z ekseni ile /4 radyanhk
bir ag yapar. Ayrica a = 2, ¢ = 22 ve
b = 2’dir. Bu ornek aym zamanda bazi hiper-
bollerin bir fonksiyonun grafigi alabilecegini de
gosteriyor.

Amacimiz verilen bir ikinci derece denkle-
minde 2y terimini ortadan kaldirip, denklemin
ne tur bir egri verdigini anlayabilmek. Bunun
igin xy koordinat sistemini M (0,0) etrafinda
dondiirmemiz gerekecek. Donme agisimin pozitif
(saat yonilinin aksi) yonde « oldugunu kabul ede-
lim ve yeni koordinatlara X ve YV diyelim. a’y1
dar agl almak yeter; daha biiyiikk agilar negatif
yonde dar aq almaktan farksizdir. O zaman
diizlemdeki bir N noktasimin iki gesit Kartezyen
koordinati olur: N(z,y) ve N(X,Y). [M N} nin
X ekseniyle yaptig: agiya 6, N’nin =z ve X ek-
senleri uzerindeki izdugiimlerine sirayla I; ve Ip
diyelim. MNI; ve MNI, lggenlerinde biraz
trigonometri yaparsak,

¢ = |MIi| = |MN|cos(¢ + @)

= |[MN|cosfcosa — |MN|sinfsin o
y = |[I1N| = |MN|sin(f + o)

= |[MN|sinf cosa + |MN|cosfsin o

elde ederiz.

|[MN|cosb = |ML|=X
I[IMN|sinf = |[[LN| =Y

olduguna dikkat ederek, yukaridaki denklemler

z=Xcosa—Ysina
y= Xsina+Y cosa
haline gelir. Bunlar XY ve zy koordinatlan

arasindaki iligkidir. Dondlirmeden sonra yalmsz
bagnoktanin koordinatlar: degismez. ’

y
Y

N{ &%

19

I

Simdi genel ikinci derece denkleminde z ve
y yerine yukaridaki ifadeleri kullanarak

AX 4+ B XY +C'Y2 4+ DX+ EY+F =0



buluruz. Yeni katsayilarla eskileri arasinda agag-
daki iligkiler vardir:

A" = Acos? o+ Beosasina + Csin’ a,

B’ = B cos2a + (C — A)sin 2,

C' = Asin? o — Bsinacos a + C cos®

D' = Dcosa+ Esina,

B = —-Dsina+ Ecosa,

F'=F.

il

Eger bagladifimiz = ve y cinsinden denklemde
B # 0 terimi varsa, sonraki X ve Y cinsinden
denklemde biz B’ = 0 olsun istiyoruz. Bunun
igin o dar agisim
A-C B
cot 2a0 = 5 veya tan 20 = Y

olacak gekilde segmeliyiz. '

Bundan sonra kareye tamamlayarak I ve
E’ terimlerini de yok edebiliriz. Hem A’ hem ¢’
sifirdan farkhysa,

AX?+ DX +CY?>+EY = ~F

/ /2
Al <X2 + 2-X + 2—) +

3

A 447
E' E/2 D/Z E/z
NY? 4 2V ) = e e
Cj( tet R T taie
AX ~h)?4+C'(Y —k)? = F"
buluruz. Burada
D E
h= -
sz k=g

demektir. A" = 0 veya C/ = 0 ise sade-
ce bir degiskende kareye tamamlarnz. Sonun-
da elde ettigimiz denklem yazimin bagindan be-
ri inceledigimiz dort -egriden birinin denklemi
oldu. Hangisi oldugunu katsayilarindan rahat-
likla tanmz. Sonug olarak, iki degigkenli ikinci
dereceden bir denklemin grafigi, ya bu yazimn ko-
nusu olan dort egriden biri, ya da 6zel durumlar-
dan biridir.
Birkag ornek yapahm.

2% +day 4+ y? — 2V2(x —y) = 2

denkleminde A=1, B=4, C =1, D=—-2/2,
E=92V2 ve F = -2dir.

A-C 1-1

t20 = ——— = —— =
cot 2o ) 0
formiilinden

20 = % ve o= ?}

[6]
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buluruz. (Ashnda 200 = —7/2 ve @ = —7/4
de segebilirdik.) O zaman A’ = 3, B’ = 0,
C'=~-1,D =0, FMf =4 ve F/ = -2 olur
ve denklemimiz XY koordinatlarinda once

3X2 Y44y —2=0,
Y ’de kareye tamamladiktan sonra da

(Y -2 Xx?

5 a5

haline gelir. Artik grafigin, XY koordinatlarinda
merkezi (0,2)’de, tepe noktalart (0,2 + /2)’de,
odaklar (0, 2i2\/§/\/§) *te, asimptotlar: v/3X &+
(Y —2) = 0 dogrular olan ve Y ydniinde, yani
zy diizleminde sag agagiya ve sol yukarya agilan
bir hiperbol oldugu agiktir. zy koordinatlarinda
ise, ornegin, tepe noktast (—v/2,+/2) dedir; diger
bilgilerin de 2,y degerleri z,y ve X,Y arasindaki
doniigimlerden hesaplanabilir. Dikkat edilirse 2
ve y igeren denklemde hem z?’nin hem de y?’nin
igaretleri ayniydi.

s Hbxy+y =22 (x=y)=2

x2—4xy+4y2+2x+y:0
denkleminde «’y1

B —4 |
tan 2q = e——o 4

A-C 1473

olacak gekilde se¢memiz gerekir, ama « buradan
7 ’nin bir rasyonel kati1 ¢tkmagz. Gene de

sec2a:\/1+tan22a:§ ve

cos 200 = §
5
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yazip

1+ cos2a
cosy = yf ———— =
2
sing — 1—cos2a
=4/ 3 =

degerlerini bulabiliriz. (Karekok alirken hep poz-
itif kéku kullandik, ¢linki en bagtan beri a’y1
pozitif aliyoruz.) O zaman A’ = 0, B’ = 0,
C'=5,D =5, E'=0ve F/ =0 olur ve XY
koordinatlarinda denklem

Sl

X = —/5Y?

sekline girer. Bu i1se XY koordinatlarinda tepe
noktast bagnoktada, odag (=1/4+/5,0)’da ve
dogrultmam X = 1/4+/5 olan ve negatif X
yoninde, yani zy duzleminde sol agsagiya dogru
agilan bir paraboldiir. 2y koordinatlarinda,
ornegin, eksen ¢ = 2y dogrusudur. Halbuki
zy koordinatlarindaki denklémden tepe noktasini
bulmak goyle dursun, grafigin parabol oldugunu
tahmin etmek bile giictii.

VBX +5Y2 =0

veya

Simdi genel” ikinci dereceden denklemin
katsayilarina biraz daha yakindan goz atacagiz ve
dondiirme altinda degigmeyen bazi buytiklukler
bulacagiz. Bu sayede verilen bir denklemin gra-
figinin hangi egri oldugunu, dondiirilmiig koordi-
natlardaki denklemini bulma hesabimi yapmadan
belirleyebilecegiz. Gene ¢emberi elipsin bir &zel
durumu olarak alacagiz; diger ozel durumlar da
zaten diger iki egrinin bazi biyyikliklerinin sifira
gitmesine ya da siirsiz buytimesine kargihk gelir.

B = 0 iken degisik tipte egrilerin farkhi
karakterde A ve C degerleri verdigini gérmusgtiik.
Tersine B # 0 olarak baslarsak, eksenleri
déndirdiikten sonra egrimizi tamimanmn yolu A’
ve (' degerlerine bakmakti.  Biraz degigik
bigimde 6zetlersek, grafik, A’C’ = 0 ise parabol,
A'C" > 0 ise elips, A’C’ < 0 ise hiperboldiir.
Hesabi biraz uzun tutsa da eksenleri déndirme

altinda B? — 4AC ifadesinin degismezligini ko-
layca goruriiz; yani B2—4AC = B?—4A'C' olur.
Biz dondiirme agimizi genellikle B’ = 0 olacak
sekilde seciyoruz. O zaman B? —4AC = —44'C"
olur. Az onceki A’C”’niin igaretiyle siniflama
yontemimizi son egitligin sol tarafina uygularsak,
ikinci dereceden bir denklemin grafiginin,

(a) B? —4AC =0 ise bir parabol,
(b) B* —4AC < 0 ise bir elips,
(¢) B? —4AC > 0 ise bir hiperbol

oldugu ortaya ¢ikar. Daha az onemli iki degismes

ifade daha vardir, A + C ile D? + E?; yani

A4C = A'4C" ile D? 4+ E? = D?+ E? saglanr.
Ornegin

2%~ 3zy+ 3y +6y—T7=0
denkleminin grafigi bir elipstir, ¢tinkt
B? —4AC = (-3)* —4(1)(3) = 9—-12= -3 < 0.

Uygun agqyr bulup eksenleri dondiirerek grafigini
¢izmeyi okuyuculara birakiyoruz.

222 4 3ey— 2 —1le -2y +12=0
denkleminin grafigi bir hiperboldir, ¢linki
B2 —4AC = (3)* = (4)(2)(—2) = 9+ 16 = 25 > 0.

Acaba? Biraz denemeden sonra verilen denkle-
min

2z —y—3N(z+2y=~4)=0

geklinde carpanlara ayrilabildigini goriiriz. Do~
layisiyla grafik y = 22 —3 vey = —2/2 4+ 2
kesigsen dogrularidir. Bu dogrulari, asimptotla-
rina indirgemnig bir hiperbol gibi digtinebiliriz.
B? — 4AC ifadesini kullanirken bunun gibi &zel
durumlan goz ardi ebmemeliyiz. Benzer bigimde

224yt F6e+8y+25=0

denklemi, zy terimi eksik, B? —4AC = =4 < 0
ve A = C =1 oldugu i¢in bir ¢ember verir gibi
gortinse de,

(432 +(y+4)2=0

seklinde yazlabildiginden sadece (—3,—4) nok-
tasi tarafindan saglanir; yani grafigi bir tek nok-
tadan ibarettir; diger bir bakig agsiyla yaricapi
sifira inmig bir ¢cemberdir.



“F. Koninin Kesitleri

metrik agidan en ilging kisma geldik.
baghg da burada anlam kazanacak.
cta egrilerimizi uzakhk formilinid kul-
cebirsel olarak tanimladik. Daha sonra
dogrultman denklemini saglayan geometrik
rin cebirsel olarak tammladigimiz egrilerle
sevler olduklarina gosterdik. Simdi geomet-
vonde bir adim daha atip bir koninin bir
emle kesitinin odak-dogrultman denklemini
ladigim gosterecegiz.

Cember i¢in bir odak-dogrultman denk-
lemimiz yok, ¢inki ¢emberin dogrultmam yok.
Gene de eger bir koniyi eksenine dik bir dizlemle
tepe noktasi diginda bir yerden kesersek bu
dtizlemde bir ¢ember elde edecegimiz kesin.

Diger egrilere gegmeden 6nce koni tanimi-
na da agiklik getirelim. Kons, bir diizlemdeki bir
egriyle bu dizlem disindaki bir noktay: birlegtiren
dogrularin kiumesi diye tammlanir. Bildigimiz
dik koniyi elde etmek icin egriyi cember olarak
ve noktay1 da tam ¢emberin merkezinin tizerinde
segmemiz gerekir. Gene de daha fazlasim elde
ederiz. Her geyden Once koni, noktanmn ve diiz-
lemin 6te tarafinda da devam eder, yani ug uca
dokunan iki par¢adan meydana gelir. Ayrica
dogrular (dogru parcalan degil) kullandiginuza
gore siursizdir; tabani yoktur. Se¢tigimiz nokta
koninin tepesi adim alir.

Dik koninin ekseni ile yan yiizui arasindaki
dar agyr [ ile gosterecegiz. Kesit diizleminin
koninin ekseni ile yaptigi dar aqiya da o diyelim.
O zaman kesit

(a) a =90° ise bir ¢cember,
(b) < a < 90° ise bir elips,
(¢) o = f ise bir parabol,

{¢) 0< < @ ise bir hiperbol

KAPTANOGLU

olur. Kesit diizlemi koninin tepesinden gegtigin-
de, iki degiskenli genel ikinci dereceden denklem-
lerde oldugu gibi, bu dort egri yerine daha basit

~ gekiller ¢ikar: Cember ve elips yerine bir nokta,

parabol yerine bir dogru, hiperbol yerine kesisen
iki dogru. Cember hakkinda soylenecek yeni bir
s0z yok. Az sonra anlatacaklanmiz 8 < a < 90°
oldugunu kabul ediyor [1]. Fakat yontem kalan iki
durumda da aynen gegerli; sadece bazi noktalarmm
yeri defigiyor. Bu durumlar incelemeyi okuyu-
culara brrakiyoruz. Ik li¢ durumda diizlemin
koninin yalniz bir pargasini, son durumda ise iki
parcasini birden kestigine dikkat edelim. Dort
egriden yalniz hiperboliin iki par¢al olmasiyla bu
cok giizel uyusuyor.
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Koninin i¢ tarafina, koniye bir cember
boyunca ve kesit diizlemine bir noktada teget
olan bir kiire yerlegtirelim. Ashinda bu tip iki
kiire var; biri kesit diizlemiyle koninin tepesi
arasinda, digeri kesit dizleminin obiir tarafinda
ama gene de koninin aymi parcasina dokunan.
(Kiirenin koniye bir ¢ember boyunca degmesini
istedigimizden, o = # iken yalmz bir kiire vardir,
0 < a < f iken ise iki kiirenin her biri koninin
birer parcasina dokunur.) Teget cemberlerinden
herhangi birine ¢, kiirenin diizleme teget oldugu
noktaya O, C’nin diizleminin kesit diizlemini
kestigi dogruya D diyelim. (Q’nin diizlemi
koninin eksenine diktir; o ylzden o = 90° ise
D olusmaz.) Koninin kesiti olan egrinin bir
odagimn O ve buna karsihk gelen dogrultmaninin
D oldugunu gosterecegiz.

Kesit egrisi tizerindeki bir nokta N ol-
sun. N’den ¢’nin diizlemine indirilen (koninin
cksenine paralel) dikmenin ayagmma P diyelim.
N’yi koninin tepesine birlegtiren (koni iizerinde-
ki) dogrunun C’yi kestigi noktaya R diyelim.

Bu yazda anlatilan konularin pek ¢ogu
Antalya’min ¢ok yakimindaki Perge’de dogmug
olan Apoloniyus (1.0. 262-190) tarafindan ge-
listirilmigtir. Apoloniyus gengliginde o zaman-
larmm en buyik bilim merkezi olan iskenderiye’ye
gitmig ve orada kalmustir. Yazdifai eserlerden
en onemlisi olan Koninin Kesitleri, bu konudaki
o zamana dek bilinen ve kendisinin buldugu
sonuglart igerir. Tirkiye’deki en iyi korunmus

(9]

N’den D’ye ¢izilen dikmenin ayagina da S diye-
lim. O zaman [NR] ve [NO] dogru parcalar,
digindaki ayni noktadan kiireye ¢izilen tegetlerdir
ve dolaysiyla uzunluklar aymdir: |NR| = |NO].
NPR dik tiggeninden |NP|=|NR|cosB, NPS
dik iiggeninden de |N P| = [N S| cos o yazabiliriz.
|N'S| ise N’nin D’ye olan uzakligidir. |N P|’leri
birbirine esitleyerek

[NR|cosf8 = |[NS|cosa
[NO|cosB = |[ND|cos o

COS ¥
NO| = ND
INO| Cosﬁ! |
INO| = ¢|ND

buluruz. Bagta £ < a < 90° kabul ettigimizden,
0 < cosa < cosfB ve boylece 0 < e < 1
saglanir. Dolayisiyla kesit egrisi, O odakl ve D
dogrultmanl: bir elipstir. « = § olsaydi e = 1,
0 < a < @ olsaydi e > 1 cikacakti ve egriler
sirayla parabol ve hiperbol olacaklards.

birkag antik gehirden biri olan Perge’yi zlyaret et-
mek i¢in bir neden daha igte.
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