KARATOSUN

1< = 0 olmak tzere

4B% — A’B? —18ABC + 27C% +443C =0

u kosulu saglayan (1) denkleminin iki kokii birbirine esittir.
-+ 21z + 18 = 0 denklemini diigtinelim.

% 57212 18-8.21-18 +27-18% +4-8% - 18 37044 — 28224 — 3024 - 18 + 8748 -+ 36864 = 0

_BA-9C 21.8-9.18 168—162 6
T 6B-247 6212064 126-128 -2

= -3

z. Buradan

_ —8AB+18C+2A4% —8.8.21+18.18+2.8% 5
- 6B — 24?2 - 6.21 — 2.64 -

EYLEMSiZLiK MOMENTI KAVRAMININ GEOMETRI
VE ANALIZ PROBLEMLERINE UYGULANMASI
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1. GIRIiS
Matematik Dinyasi’nin 1994 yihi 5 inci sayisinda Geometri problemlerinin ¢oziimiinde kul-
famlan ozel bir metodla tanistik, [1]. Mekanigin agirhk merkezi kavrami ile bagh olan ve M.O

vizyilda Argimet tarafindan verilen bu metodun problem ¢dziiminde kolayhkiar sagladifi o
imizda gordiik. Argimetten ¢ok daha sonra XVIII ylzyilda yasamis biivilk matematikei L.Euler

cisimlerin donel hareketlerini aragtirirken eylemsizlik momenti adli bir kavram ortaya koymug ve

2
¥

nzda eylemsizlik momentinin geometri ve analiz problemlerinin ¢8ziimiinde nasil kullamildigini in-
evecegiz. Once maddesel noktalar sisteminin agirlik merkezi ve onun dzelliklerini kisaca hatirlayalim.
uyucularimiz ayrintili bilgileri yukarida adi ge¢en makalemizden elde edebilir. Kiitlesi m olan
ddesel A noktasint mA ile gosterirsek (my Ay, mads, -+, myA,) gibi maddesel noktalar siteminin
irhik merkezi

S«
e

mlG_'Al+--~+mnG?1n :6 (1)

ntising saglayan bir ¢ noktasina deriz. Herhangi bir O noktasi igin m = my + -+ my, # 0
ik sartiyla ,

i

(mlOZ‘q +o mnOZn) my4-dmy) = OG  olur.

gin bir ABC tggenin kenar uzunluklar |BC| = a, |AC| = b, [AB| = ¢ ise ve A, B, C, kogeleri
ile a,b,¢, kitleleri ile techiz edilmigse, bu iiggenin agirlik merkezi igteget cemberinin merkezi

‘Not: Asagida A maddesel noktamin m kiitlesi hem pozitif, hem de negatif olmasina izin
voruz, yani m € R kabul ediyoruz.

* Mimar Sinan Universitesi, Matematik Bsliimii Ogretim Uyesi

1 kavram sonralan yalniz mekanikte de§il matematigin de bir ¢ok alaninda faydali olmugtur. Bu. .
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2. EYLEMSIZLIK MOMENTI. LAGRANGE - JACOBI FORMULU:

Kiitleleri my, -+, m,(m; € R) olan (m1, A1, mg, Aa, - - -, my A,) maddesel noktalar sistemi goz
Sniine alalim, m = my+- - -+m, # 0 olsun A ve B noktalar arasindaki uzakligy |AB]| gibi gosterecegiz.
Tanim:

ile tamimlanan I, sayisima (myA;, maAs, -« -, mpAy,) siteminin P noktasina gore eylemsizlik momenti
denir.

Ornek: Bir ABC licgeninin A, B,C, koselerine 1 kiitlesi yerlegtirirsek yani, (14,1B,1C)
sistemini ele alirsak bu sistemin ¢evrel gemberin merkezi olan O noktasina gore eylemsizlik momenti

I, =1-104*4+1-[0OB)?+1-]0C|* = $R?
olur. R ¢evrel ¢cemberin yarigapidir.

Simdi my Ay, maAs, -, myA,) sisteminin herhangi iki P ve @ noktalarina gore eylemsizlik
momentleri arasinda bir bagint: kuralim. Tamma gore (Sekil 1)

Aj

Sekil 1

L = mi|PAP+ 4+ m,|PA,|?
= ml(Pﬁl APﬁl) + - --+mn(P71n an—l‘N)
= my(PQ+ QA1) - (PQ+ QA1)+ + ma(PQ + QAn) - (PQ + QAn)
my(PQ - PQ)+ - +mn(PQ + PQ) + 2[mi(PQ - PA) + -+ mu(PQ - QAn)] +

i

+ ml(Qzl : Q;l]) + e 777%(an ' an)
= |PQP(mi+ - +mp) + 2PQ(mi QA1+ - -4+ maQAn) + -+ mu|QAL + -+ M| QAR
= Ip+ m]PQ]2 -+ QPD . (le;‘h + 4 an}in)

efer @ noktast (my Ay, mads, -+, myA,) sisteminin agirhik merkezi olursa m; Qﬁﬁ" . '+an;1n =0

olur ve (3) ten

Ip = Iq +m|PQJ® 4)
formiliint elde ederiz. Bu formil biiyik Fransiz matematik¢i Lagrange tarafindan bulunmustur ve
Lagrange formiilii diye adlandinilir. (Lagrange, Euler ve agagida adini anacagimz Jacobi aym zamanda
biiyiik mekanikgilerdir. XVII ve XIX yiizydlar biiylik matematikgilerin hem de biiyiik mekamkgllei
oldugu yiizyllardir. XX yiizy1l bu ozelligi kayip etmis veya etmektedir).

Agirhk merkezi G sistemin onemli bir noktas: oldugu i¢in sistemin bu noktaya gore eylemsizlik
momenti i¢in basit bir formil vardir. Bu formill Lagrange, Jacobi, Poisson gibi matematik¢iler
{mekanikgiler!) tarafindan bagimsiz olarak verilmigtir. Geleneksel olarak bu formiil Jacobi formiili
diye adlandirilir.

Teorem (Jacobi formiilii): m = my + -+ m, # 0 olmak tzere (m1 A1, mads, -, myA,)
sisteminin agirhik merkezi olan G noktasina gore eylemsizlik momenti

= "‘Emzmy |A; A; ? (5)

i<j
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t: Teoremin ispatimi n = 3 hali i¢in yapalim. Herhangi n i¢in benger ispat gegerlidir.
ma2As, maAs) sisteminin agirlik merkezi G olsun dnce A; noktasina gére (moAa, m3As)
lemsizlik momentini hesaplayalim. m = my + mas + ms

I4, = Ig +m|A;G?  (Lagrange formiiliine gore)

Ta, = ma|A1Az)? + m3|A1 43> (Tamma gore)
151 A1As)? + mal A1 As]? = Ig + m|A41GJ? olur. Her tarafi m; ile carparsak

ml‘mglA1A2§2 ~+ m1m3]A1A3[2 =mlc+ ’mmﬂA;G!z

mamy|AzAL|? + mama| A2 As|? = malg + mma| A1 G
mamiy [A3A1k!2 + mg’m,giAgAQ‘z =mzleg + mm;ﬂAthg

bu egitlikleri taraf tarafa toplarsak, ve |A;4;| = |4; 4;] oldugumu gdzdniine alirsak
2my mgiAlAzlz -+ 2777,1m31A1A3!2 -+ 2mgm3iA2A3]2 =
=mlg + m(mﬂA1G‘2 -+ mglAgGiQ -+ ’m;;}AgG;Q) veya,

Q(E mym;|Ai 4 %) = 2mlg,
i< :

1.
Ig = ;}—;(; m;my }AiAjlz) olur

3. LAGRANGE JACOBI FORMULUNUN UYGULAMALARI:

Simdi de (4) ve (5) formiillerinin geomet
ABC ii¢geninin kenar uzunluklan |BC] .

Problem 1: ABC' {iggeninin [AD] agior

a) |AD|? = be — byey, oh;uffmm gdsteriniz Qe kil 2}

b) JAG)]? = —i— —~ & oldugunu gosteriniz (Sekil 3).

Coziim a) B ve ¢ noktalarma swrast ile b ve ¢ kiitlelerini yerlegtirerek (Sekil 2) (bB, cC)
sistemini kuralim. Aciortay [BC] yi yankenarlar oraninda boldiigii i¢in be1 = ¢by, yani D noktasi

éﬁB ¢(') sisteminin agirlik merkezi olur. (8B, cC) sisteminin A ya gore ey]ems;zhk momenti tamma
gdre

mlerine uygulamalarim gosterelim. Asagida
I = ¢ ile gosterecediz. ‘
DC = b, [AG] kenarortay ise

Iy = bc? 4 cb? = be(b +¢),

D noktasina gore eylemsizlik momenti ise Jacobi formiiliine gore

1 o @b
Ip = m(bcfgcl )= g

Lagrange (4) formiliine gore
: Ig=1Ip+(b+ C)IAD[Z veya
bey = ¢by egitliginden b= Aby, ve ¢ = ey seklindedir.
|ADP? = L4zLe = be — (£0% = be — 3P0t = be— 2SS = be— ey bulunur.

3 b) B ve C’ nokta]arlna 1 kiitlesi yerlegtiriliyor. (1B,1C) sistemini ele alahm o zaman G
noktast bu sistemin agirhk merkezi olacakdir. Tanima ve Jacobi formiiliine gore

Ta = 18 +1-02 =442
— L 2 _"«‘2
Ig = 1‘1(1 1|1BCI%) = 5
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Lagrange formiiliine gore

A
A
¢ b
< by
bB cC 1B 1C
D G
Sekil 2 Sekil 3
Ii—1 b2
Ia=Ig+(1+1]AD|® bagmtismdan [AG)? = ‘é 5 G = be— ~§C— -2 bulunur

; Problem 2: P noktast ABC ii¢geninin i¢inde herhangi bir nokta, G kenarortaylarin kesigme

noktast, [AP|=dy,|BP|=ds, |CP|=ds ise

B +di+d] a®+0b% 4+
3 9

Ciiziim: A, B, C késelerine 1 kiitlesini yerlestirirsek (14,1B,1C) sisteminin agirhk merkezi
G noktasi olacaktr. :

|PG|? = oldugunu gésteriniz.

Ip = 1-|APP+1-|BPP+1.|CPP = d} + d} + d3
2 2 2
lo = F(-1-JAB[P+1.1-1BCP +1-1j40p) = S+
— 1T d? 4+ d2 + 42 2.4 p2 2 .
Ip = IG+3-IAG]2:>[PG]2:IP3 G _ 1+3z+ 3 _a +9+c “

Sonug 1: |PG|® > 0 oldugu igin («) den a? + b3 + e > Qz—’%i‘i‘—ci esitsizligini elde ederiz.
Sonug 2: (Avusturya Ulusal Matematik Olimpiyatt 1971) G noktas: ABC ii¢geninin kenaror-
taylarinin kesigme noktas: ise

3(IGAP + |GBJ? +|GC|?) = |AB]* + |BC|* + |AC|

oldugunu gdsteriniz.

Coziim: Bu olimpiyat probleminin ¢6ziimii (#) formiiliinden hemen ¢ikar. Gergekten P
noktasi G agirhk merkez ile cakisiyorsa yani P = G olursa |[PG| = 0 ve (di+d3+d3) = a?+ b2 42
olur.

Problem 3: (Euler formiili) ABC fi¢geninin icteget cemberinin merkezi 01, yarigapr 7,
sevrelgemberinin merkezi Oy, yarigapt R ise |0,0]% = R(R — 2r) oldugunu gosteriniz.

Coziim: Uggenin A, B, ¢ késelerine sirasi ile a, b, ¢ kiitlesi yerlestirirsek icteget cemberinin O3
merkezi (aA,bB, cC) sisteminin agirhk merkezi olur,

abe? + bea? + ach?

_ 1 2 2 2y - =
Jo1 = i (@bMABI 4+ bel BOP + acl ACP) = ———————— = abe

(aA,bB, cC) sisteminin O, noktasina gore eylemsizlik momenti, tanima gore

To, = alOAP+blOB+c|OCP = (a+ b+ )R

Ip, — Ip: abck
Io, = b LN Rt " RS -
O, [O, +((l+ +C)I0102! !0102[ a+b+c a+b+c

[23]
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uz ABC tiggeninin A(ABC) alanigin A(ABC) = ¢ A(ABC) = &tlter formiillerinden
28y buluruz. ()
erine yazarsak [0105|? = R? — 2R.r = R(R — 2r) bulurus.
Sonug: (Matematik Diinyast) ABC {i¢geninin cevrel cemberinin yarigap1 R, icteget cemberinin
ise R > 2r oldugunu gosteriniz.
ergekten, Euler formiiliinde [0104]? > 0 oldugu icin R — 27 > 0 olmaktadir.

Problem 4: (Apollonius ¢cemberi) k > 1 sabit bir say1 A ve B diizlem tzerinde iki nokta ise

=k sartim saglayan P noktalarinin geometrik yerini bulunuz.

Cozum: Eger P noktast ]]—1%—}« = k bafimtisim saglarsa, [PA|Z — k2|PB]®> = 0 olur ve

ersine efer (14, —k%B) sistemini ele alirsak bu sistemin P noktasina gore eylemsizlik momenti
1. |PAP — ¥*|PB|? = 0 olur. G noktast (14,—k2B) sisteminin agirhk merkezi olsun (G
kezinin niye [AB] nin diginda oldugunu diisiiniin!) O zaman IgA ve B noktalar ile sabit bir say1
olacaktir. Lagrange formiiluna gore (Sek. 4)

Ig
[

Boylece, %}% = k sartin1 saflayan P noktalari aymi bir G noktasindan /Ig/ (k2 — 1 uzakhkta
noktalar olur, yani aranan geometrik yer bir cemberdir.

Not 1: Lagrange-Jacobi formiiliinde Ip = Ig + m|PGJ? m > 0 olursa, |PG|? > 0 oldugu icin
Ip > Ig esitsizligini buluruz.

Not 2: Eger (myAy, - -,myA,) sisteminde m; > 0 olursa Lagrange formiliinden I, >
m|PG|? esitsizlgini buluruz. Asagida bu iki egitsizlifi Lagrange-Jacobi esitsizligi diye adlandiracagiz.

Problem 5: P noktast ABC' liggeninin i¢inde herhangi bir nokta, r,, ¢ 75, 7. P noktasindan
kenarlara olan uzakhklar, R4, Rp, R¢ ticgenin A, B, C koselerine olan uzakliklar ise

Ip=1Ia+(1-k*)|PGP?, ve Ip=0, ohalde |PG]?=

3(r2 +ri +72) > (Rasin A)? + (Rp sin B)? + (R¢sin€)?

oldugunu gosteriniz.

Coéziim: P noktasindan BC, AC, AB, kenarlarma cizilen dikmelerin ayaklan Ay, By, Cy olsun
ve (141, 1By,1C1) sistemini goz dniine alalm. O zaman A, B;Cy liggeninin agirhik merkezi kenaror-
taylarin kesigme noktasi olan G olacakdir. (141,1B4,1Cy) sisteminin P ve G noktalarma gore
eylemsizlik momenti

[

Ip:?”i-f—?‘f—}-?“f: Ip = (IA131¥2+13101]2+‘ClAllg)~

3

P

olacaktir. A;CB; P dortgeni PEC’—%C?BEP = 180° oldugu i¢in bir kirigler dorigenidir ve
gevrel cemberinin ¢ap1 |C'P| dir. Bu cember A1 B1C tiggeninin de cevrel cemberi oldug
[CPlsinC, benzer olarak [BiCi| = Rasind,|[Ci4;] = RysinB, Is >
esitsizligi) den

bu dortgenin
an |41 By =
grange - Jacobi

3(ri+ri+12)> (RasinA)’ + (Rgsin B)? + (Rosin()*

bulunur.
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Problem 6: V,,V;, V; sirasiyla ABC tiggeninin kenarortay uzunluklar, R ise cevrel cemberin
yarigap: ise V2 + Vi2 4 V2 < ZLR? oldugunu gdsteriniz.

Coziim: G noktas: kenarortaylarin kesigme noktasy, O cevrel cemberin merkezi olsun. V24
Vi 4+ V2 < 2L R? esitsizligini (3Va)*+(2V3)?+(2V.)? < 3-R? seklinde yazarsak ve Vo =|GA| 2V, =
|GB|, 3V, = |GC| oldugunda hatirlarsak (14,13, 1C) sisteminin agithk merkezi G ye gore eylemsizlik
momenti
Ig = |GAP + |GBJ? 4+ |GC|? ve O noktasina gore eylemsizlik momenti I = 3R? olur.
Io > Ig (Lagrange - Jacobi esitsizligi) esitsizligi aranan esitsizlige denktir.

Problem 7: (Cauchy esitsizlifi) a1, as, -, an ve b1, by -+, b, reel sayilan icin

(asbr+ -+ anbn)® < (af + -+ al).(b + - -b2)

egitsizligini ispatlayniz.
Coziim: Genelligi bozmadan b; # 0 kabul edebiliriz. Reel dogru iizerinde A; = %,Az =

Z—Z, A = %73’- sayilarmin (veya geometrik dille dersek A; noktalarim) ele alalim ve bu noktalara
2 i)

sirasiyla my = b3, ma = b3, m,, = b2 yiiklerini yerlestirelim. (miAy, -, mpAy) sisteminin agirhk
merkezi reel dogru lzerinde

- miAr+ -+ mpdp

- my + -4 my

sayist (noktasi) olacaktir. Sifir noktasina gore eylemsizlik momenti I = miA? + - 4 mu A2, dir
Io > m|OG|? esitsizligine gore

miAL o mady)  miAr 4 my A,
(my+ - 4ma)?  (mit4my)

m1A§+~~~+mnAiZ(m1+«--+mn)(

veya
(albl i anbn)2
RN

(asby + -+ anby)? < (@ + -+ a2)B2 +-- -+ b2)  olur.

GGobE - (G2)%82 >
by by,

Problemler:

Asagidaki problemleri énce aligtifmiz yolla ¢dzmeye calisiniz. Sonra bu yazimizda kullamlan
metodlarla ¢oziiniiz. Lagrange - Jacobi formiillerinin ne kadar kolayliklar sagladigin sizlerin takdirine
birakirz.

Problem 1: ABC iiggeninin kenarortaylarinin kesisme noktas: G ve cevrel cemberinin merkezi
O, yangap: R dir. |GO|= %R ise ABC' tiggeninin dik liggen oldugunu gosteriniz.

Problem 2: ABC tggeninin igteget cemberinin merkezi I ise

IAP | VIBP | lICP _

be ac ab

1

oldugunu. gosteriniz.
Problem 3: ABC iicgeninin ¢evrel gemberinin merkezi O, yaricapt R, yiiksekliklerinin
kesisme noktast H ise [OH|* = 9R? — (a® + b2 + ¢?) oldugunu gosteriniz. :
Problem 4: (Stewart formiilii) [AD] dogrusu ABC' iiggenini [BC] tabanum |BD| =
c1; |DC| = by olacak sekilde iki parcaya bolmektedir.

[ADP =

bie? + eb?
LA ey

oldugunu gosteriniz.
Problem 5: ay,as, -, ay pozitif sayilar, s = ay +ag + -+ a, ise



