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0 < k < n olmak tizere (7) geklinde, n elethanh
bir kiimenin, k elemanh altkiimelerinin sayisin:
veren ifadelere binom katsayilan diyecegiz.
Bunun nedeni (’;) saylannm (z 4 y)” aghminda
katsayilar olarak gorinmesi. Simdi bu kat-
saylarin bazi 6zelliklerini gdsterelim.

L) =0+ G-

{a1,a2, -+, 6n11} kiimesinin k elemanh - alt-
kiimelerinin sayisi ( “2‘1) dir. - Her % elemanl
altkiimede a4 bulunur veya bulunmaz.

@n41 'in bulunmadig) bu tiir kiimeler (}) tanedir.
@n 41 bulunuyorsa geriye k—1 eleman kalir ki bun-
larm sayisi (kfl) 'dir. Bdylece istenen elde edilir.

k .
2. () = 35 (9 (X)),

Katsayilarin bicimi sayma hakkinda bir fikir
veriyor. Sol taraf M + N elemanl bir kiimenin
k elemanli altkiimelerinin sayisidir. Simdi M +
N elemam M ve N elemanh iki aynk kiimeye
bolelim. % eleman segmek icin M elemanh
kiimeden hi¢ almaz, N elemanl: kiimeden k tane
aliriz.  Bu (IOVI ) {‘TZ ) sayisdir. M elemanl:
kiimeden bir eleman alir, N elemanh kiimeden
k — 1 tane ahmnz.  Bu (Al’f) (klf 1) saywsidir.
Boylece devam edildiginde sagdaki ifadenin elde
edildigi goriilebilir. Bir bagka yaklagim goyle
yapilabilir. (M iN ) sayist (2 +y)M*+Y acihiminda
ghyMAN=k opin katsayisdir. (2 + )MV =
(+yy(z+y) yazahm. 2* elde edebilmek igin
(+ 9™ den a°, (z+y)V den &F, (z+y)¥
den ', (z-+y)" ’den zF~! ve digerleri gdzoniine
alimirsa sagdaki toplam elde edilebilir.

O+ ()44 () = ().

Bu egitlik de (1) ’in ardagik uygulanmasiyla elde
edilir. S6yle ki: :

) = () + (3., sonra

(ril) ="+ (;’;11) v.8.
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4. 1424 =204l

Bunun igin 1 = (i) 2= (?);;"7’“ = (1) ve

1
(3) kullamlirsa 1+ 2+ -+ +n= ("}") = n{nti)
elde edilir.

2

Bu egitligi daha zarif bir gekilde sSyle gosterebi-
liriz. n x (n+ 1) lik bir satrang tahtas: ele alalim.
Toplam 7n(n + 1) tane kare var.

N i
“\ n+i
A :

-

1 dogrusu fizerinde 1 kare, 2 dofrusu iizerinde
2 kare, n dogrusu  iizerinde n kare var,
Fakat aym sayma karst kogeden baglayarak
yapilabileceginden, 2(1 4+ 2+ -+ +n) = n(n + 1)
elde ederiz.

5. 12+22+“.+n2: n(n+1?6§2ﬂ+12’

n x'n lik bir satrang tahtasini ele alalim. Bu
tahta fizerinde kenar uzunluklam 1 birimden, n
birime kadar degigen karelerin sayisimi bulahm.
Kenar uzunlugu 1 birim olan n? tane kare var.
Kenar uzunlugu 2 birim olan karelere bakalim.
Sekil 2 °de gorildigl gibi kogedeki 4 birimlik kare
safa dogru n — 1 ve agagh n —1 tane 4 birimlik
kare verir. Boylece (n — 1)* tane 4 birimlik kare
olugturur. Bdylece devam edilerek kenar uzuniuk-
lar1 1 birimden n birime kadar degisen karelerin
sayisi 12 + 22 4 4n? olur;

Gekil 1
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Sekil 1 ’e bakalim, 1. kogegen iizerinde 2 siyah kiimesini ele alalm. (0,0) *dan (N, M) ’ye giden

-nokta var. Boylece n. kbgegen lizerinde n+1siyah her yol S ’den gecer. (N, a)

nokta var. Ayni bir kdgegen iizerinde herhangi iki
siyah nokta segmek bir kare olugturmak demektir.

)
et
0

Sekil 2

Bdylece 1 birimden n birime kadar karelerin
sayisi, n. kogegen bir defa sayilarak

2 3 n+41 n+1
{@)+C)++ (703
olur. (3) kullanilirsa bu sayr 2(*}?) — (*F*) olur.

Bu sayinin 1‘_&‘*;1%@1‘_*:12 oldugu goriilebilir.

6. MveN pozitif tamsayilar. olsun. a +
1 < "M olacak gekilde bir @ pozitif tam-
i N <k (M—a=1+kY. : s
sayistigin = 5 (N +§ )( % +) ifadesi a ’dan

bagimsizdir. - Ifadenin (M;\'}N ) ’e egit oldugunu
gorelim. Sekil 3 ’de (0; 0) noktasindan

{N, M) ’ve giden, her defasinda koordinatlardan
valnizea birini bir arttiran yollarin sayis (M}}N )
dir. Simdi bu yollan farklh sekilde sayalim.

S:{(N;a)a(N—'1"1)""7(0)&)}

! (N, M)
(0,M) ’/v(N—l,aﬂ)
(0,2) (N,a)

N1 a)
(0,0) .
(N,0) x
Sekil 3

’dan gegen yollarin
sayisi (N ;"“).(M _0“’1) olur. :
(N—1,a) ’dan gegen yollar: sayarken (N, d) ’dan
gegemeyiz, cilinkii oradan gegen yollan saydik,
boylece (N = 1;a + 1) ’e geliriz. Bdylece bu
say1 (N ta-1y (Mf %) olur. Aym sayim
(N — 2,a),---,(0,a) icin yapariz. Bunlann
toplamu ise tiim yollari, yani (M]‘V'LN ) yi vere-
cektir. :

Cok benzer bir fikrin kulla,mldlél bir- diger so-
nucu gostermeye galigalim:

7. M, N pogitif tamsayﬂér olsun.
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Bir &nceki sonuctan farkl olarak

S = {(M,0),(M - 1,0),(M —2,1), -,

(M - 2a,a),(M —2a - 1,a),---}

kiimesini ele alahm. (0,0) ’dan (M,N) ‘ye
giden her yol S ’den gececektir. (M — 2a,a)
‘dan gegen yollarin sayisi (Ma_“) (sz“ olur.
(M —2a—1,a) ’dan gegen yollarmn sayismi bu-
lurken (M = 2a¢,a)" ’y1 kullanamayiz. (M —
2a - 1,a + 1) ’e geliriz.  Boylece yollarin sayis1
M —a-1) (évai‘; olacaktir. Sonucta sag taraftaki
toplam elde edilecektir. : ’

Y M (M N)
o,N) |
(M,0)
(0,0) k — / \/px
(M-3, 1)

(M-2,1) (M-1,0)

Sekil 4 -
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8. z Z (”)() sadece n ’ye bagh bir lfade
]:

olarak yazﬂablhr Ifade

(")(3)+(){() FOIHO{O+O+

+(){(0)+ 4+

+ @1+

olarak yazilabilir. Bu ise Z (")2"

(1+2)" =
3" demektir. ‘

9. E k(}) ifadesini bulalm. @) = zp-l
oldugu goruleblhr Boylece ifade
nZ( )-—n2“ 1olur

Ay diigiinceyi kullanarak,

10. 2 k+1 (Z) =
elde edlhr h=0

2 w(idn) = —i—(?’“ 1)

' Binom - katsayilarinin  sayilar teorisinde de
onemli kullamglar: vardir.

(Z) _ n(n—l)-.].d(n—ﬂ 1)

dogal olarak bir tamsayl oldugundan buradan su
onemli sonucu ¢ikarabiliriz. Ardigik & tamsaymm
garpimi k! ile bélinebilir.

11. (2,:‘) sayist n + 1 ’e boliinebilir.

~a,b aralarinda asal pozitif sayilar olsun. Birp
saystigin ap ve bp tamsay: oluyorsa p tamsayi
olmalidir. Bunu gormek icin ap = z , bp =
Y. alalim. Boylece ay = bz, a ve b aralarinda
asal oldugundan  alz ve. bly , ve p bir tamsay
olmalidir. $imdi a, b aralarinda asal olmak iizere
ve a+b=n+1 igin p= ,;, ifadesine bakalim.
ap = (3) ve bp=(7) olmak tizere tamsayilardir.
Boylece p = —?;;T bir tamsay: olmalidir. Simdi
ozel olarak ¢ = n ve b =n+ 1alahm. Su halde,

n!.gin-i)l)!v: ni— 1 (?:)

bir tamsayidir. Boylece (n+1)|(*") elde ederiz.

w

‘Binom katsayilarini igeren cok giizel bir sonucla
devam edelim:

12. p bir asal sayrolsun. 0 < a; < p-—1ve

13
0 < b < p—1 olmak iizere

‘ m:Zajpi, n:ijpj
o ge=0 Jj=0

(n) =L ()t
n i b;
aj-ve b; katsayilan m ve n ’nin p ‘tabanina
gére vazibginda ortaya gqikan sayilardir. m ve
n ‘nin p tabaninda tek tirli ifade edilebildigini
biliyoruz.  r = 2 icin bir kanit yapacaglz :
Genel hal benzer bicimde yapilabilic. m =
do + aip; no= by ¥ byp, ( ) sayist (1 + z)™
agihiminda 2" ’1n katsayxmdu T4z =1+
2)? ((142)P)™ (mod p) yamlabilir. Slmdl 1<
k< p~1icn ) saysinin p ile bolindigini
gorelim.

ise

(-t

!

ifadesinde ~'p; k! sayilar - aralarinda  asal

oldugundan p|(}) elde ederiz. Boylece,
| (L+2)? =1+ 2" (mod p)
olur: ; S k :
l+z)" =1+ a:)“"(l + :t:?)‘“ (mod p).

Iki pohnomun (mod p) ’de ozde§ olmasi, katsam- ;
larmin (mod p) ’de denk olmasidir. Simdi ™ nin
her iki tarafta katsayilarina bakalim. Sol tarafta,
" pin katsayisi (™) dir. Sag tarafta £” nin kat-
sayist (1 + :c)““ n agthmindaki 2% n katsayis
ve (14 2P)% in agthmmdaki zP®* in katsayismin
carpimi, yam ( )( ) dir. Sonucta,

mY - fag\ e\ ) .
<n> - (50) (1)1) (mod p)
elde ederiz.

13. (*7Y, (739, (%33, sayilarinin en
biiyiik ortak bdleni bir olacak gekilde sonsuz
sayida n tek sayis1 vardir. Ornegm n=25

icin (4) ( ) aralarmda asal, n = 11 igin
), 6), ©), (3), (§) sayilarmumn en biiyiik ortak
boleni birdir. n = 2m— 1 alahm. 3|m oldugunda,

C)=C A+ O = D m)

toplamini bulahm. Bu sayi,



. Hadesinde 2

«sa,vziarmm en buyuk ortak bolem 1’dir.

ek
s

_{Ezm-—éil _ m)?m-—? + m2m-—5(1 - m)2m—3 oo
- z)?}

in katsaysidir. Bir an i¢in
ifadenin ba§1ndak1 negatiflifi unutalim ve paran-

tez icindeki polinoma P(m) dlyehm Bu polinomu
dontlstirerek, : ,

21 g) et z(l—2)3+ (1

2m-3

E{JE) 1+$3 (1 - x)z

‘. 1+$a (1 o x)zmzm—s(l — w)?m =3

- ve . T
2 ”3-—<1+m)<1——x b oot )
: old&g:mu kullana.rak

P{x}={1+x)(1fz)( ~ 23 +:v —z% )=

{i+ail-2

)2 me—i&( )2m -3 Slur.

- 3|m oldugunda 1. ifadede = 2m—3 *iin katsa,ylm
o0 °dir. 2. ifadede ise —1 olur. Boylece z?m~32
“’iin P(z) ’te katsayist -1 dir. Su halde z?™~3
w.in —P(z) ’te katsaywsi 1 ’dir. Boylece n =
C6k—1 §ekhnde bir say1 igine ("71), ("37),
“sayilarinin en biiyiik ortak boleni 1 dir.

14. n‘zk‘foln‘iak i‘i‘:‘zere,‘\ ‘
fhlee oo
Nk R

‘ d. bu
. sayilann bir ortak boleni oisun (1) kullamlarak,

( n \ <n+1) dl(ﬂ+k 1)}
1
l yine (1) kullamlarak, |
n o1 nk -2\
di(k‘“—?)’dl(k_z 3 ad]( =2 )

ve bE_Sercé devam  edilerek = (sayilarin  sayis
azaliyor) d!(g) =1 ¢lde ederiz.

15 £ -1 (F) = 1)
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Egitligi t‘{imevammia,gé}stereiim. n = 0 igin,

S () - () =

olur. Tiimevarim tamamlamak igin,
k , i
(B (n+i T=1) E\fn+i+1
E(‘;U\J%\k) 4“‘" }(W( k >

oldugunu gérmeliyiz. Bu ise,
741
}“\ ( )=

egitlifine denktir. Bunu tiimevarimla gbrmek if;ixi
n = 0 halinin dogru oldugunu gorebiliriz. Ayrica,

& &
7oA g ; n-4+i-+1
2 () -2 ()
0 k i=0 ; ’
oldugunu gormeliyiz. Bu ise,

i -1/
k
S (32) =0
im0

egitligine denktir. Bu n = 0 i¢in dogrudur. Ko-
layca gorilecegi gibi bir tiimevarimlar dizisi elde
ettik. Bu dizide bir timevarimin dogrulugu on-
dan bir sonra gelen tiimevarima baghdr. Boylece
en bastaki ‘fiimemnm tamamlamak icin sunlar
gostermehyiz i=12, - kigin ;
&

z ~1) (%) (k_‘f) =0 {mmemumda n = 0 hal-

levmm kontrolii) ve

(=1 (") = 0 (son tiimevarim 1(;111) ikinei

egitlik L(-«l}’{’f} =(1- 1}’3" =0 olarak heme
i=0 : : ‘ :

goriiliyor. Birinci egitlik icin

£ 6L = 5 SEUEDSL)
("0-—;':)'(“:‘:“; iy \:( -1y Ifmg)ife-—:—z)“ ’

en sonunda ZK (S J) = 0 elde edilir.

Boylece bnmc@ egitlik de dogmdur_; tlimevarim
tamamlamr. Bu sonucun {14} e bir diger ¢éztiim
tegkil ettigi de goriiebilir. :



Emre Alkan 15

Binom katsayilarinin, Fibonacci sayilanyla il-
gisine definelim:

16. F,, n. Fibonacci sayist ise, n > 2 icin,
Fo=(g)+ () + )+ (50 + 4+

+(?:{ olur. (j, 22 < n+ 1 egitsizligini saglayan
en bilyiik tamsayidir.)

Okuyucu bunu F,41 = F; + F,_; oldugunu
kullanarak timevarimla gosterebilir.

17. Bir n tamsayst igin, f(n), 1,2,---,n
sayllarmin en kiigik ortak katimi, g(n) ise,
(’1"), (’2”), ey (g) sayilarinin en kiiciik ortak katim
gosteriyorsa, g(n) < f(n) dir.

2(”;1) ‘ (n+1)(’1‘)
1) - ennf)

(n+1) (: i i) (n +1) (Z)

egitliklerinden hemen f(n 4+ 1)|(n + 1)g(n) elde
ederiz. (n 4+ L)g(n)|f(n+ 1) oldugunu gérelim.
Bunun i¢in bir 1 < k < n says alip (n +
DEINF(n+1) yada (n+1)n(n - 1) (n -
k+ D)klf(n+ 1) oldufunu gostermeliyiz. Ust
taraftaki sayilarin her biri ayn aynn f(n+ 1) i
boler. Bu sayilann herhangi ikisinin en biiyiik
ortak boleni en fazla % olabilir. Bir p < k

sayis1 alalim. p ile bolinen sayiar bir arit-
metik dizi olugturacaktir. Bdyle her p icin plk!

oldugundan ortak bolenlerin garpimi k! ’i boler:
(n+1),m,---,{n—k+1) sayilan herhangi ikisi

il

il

cue i isteme adresi:
ara.larmda asal @py1,0k,c,01 sayﬂuan haline et ot
gelirler. apqy.a5.---.a1]f(n+ 1) oldugu agktir. ODTU Matematik Bolamd

Sonug olarak f(n + 1) = (n + 1)g(n) buluruz. 06531 Ankara
fln+1) < (m+1)f(n) oldugundan g(n) < f(n)
elde edilir.
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