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29 Nisan-5 Mayis 1997 taribleri arasnda Yu-
nanistan’in Tesselya bolgesinde yer alan 15 bin
nifuslu Kalampaka kentinde yapilan 14.Balkan
Matematik Olimpiyadina, dokuz Balkan ilke-
sinden. toplam 9% 6 = 54 ogrenci katildi. Bul-
garistan 4 altm, 2 giimils (231 puan), Romanya 3
altn, 3 giimig (226 puan) ve Yunanistan 1 glimis,
5 bronz{163 puan) ile ilk {ic siray1 paylagtilar.
Tiirkiye 1 glimig ve 2 bronz madalya alarak altin-
a oldu; takimumez toplam 117 puan elde etti.
Agagida, 1 Mayis 1997 Persembe giinii Kalam-
paka lisesinde yapilan 4,5 saat siireli yarigmanin
sorularini ve gozumieum bulacaksiniz.

Bilindigi gibi tim yangmac: iilkeler sinavdan
aylar Snce ev sahibi iilkeye dorder aday soru
gonderdiler. Ev_ sahibi iilke Yunanistan’m
olugturdugun Problem Segme Komitesinin bu aday
sorular arasindan on elemeyle belirledigi 12 soru
iginden, bu kez, yarigmaa tlkelerin takim lider-
lerinden olugan uluslararasi juri (sinavdan bir
giin Once)  yarigma . sorularim belirler.. . Soru-
farm daha dnce yapilan ulusal va da uluslararas:
matematik yarigmalannda sorulmarmg olan bir
glig, bir kolay ve iki orta diizeyde soru olmasina ve
lise dlizeyindeki kavramlara iliskin olmasina dzen
gosterilir. ’ ‘

UYARI: Sorularm higbirisi - siradan - degildir!
Coziimleri incelemeye gecmeden Snce, okuyucu-
nun kendisini sinamak amaciyla, sorulart kendi
bagina ¢ozmeye calismasin: salik veririz. Burada
verilenlerden “daha farkly (ama elbette dogru ve
saglikh) ¢bziimler de bulabilirsiniz. Son bir bilgl
daha: - zorluk “dizeyleri farkli olmasima kargilik
sorularm timu egit (10’ar) puandir. Her bir soru-
nun yamnda parantez iginde, o soruyu oneren
dlkenin ady yazlidir. Kolay gelsin!

SORU 1: (Yugoslavya)
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Bir digbiikey (kons Jeks) ABCD dorﬁgemnde bir O
i¢ noktasi -

|OAP + 103;2 + 10052 +]0DP? = 2.5(ABCD)

egitligini g‘er(;eklésm S (ABC D) dortgenin alanini
gostermektedir. ABCD’nin O merkezli bir k&re
oldugunu gosteriniz.

SORU 2: (Yugoslavya)

S kiimesi n elemanh (n > 2); A1, A, -, Ap
ise S ’'nin verilen altkiimeleri olsun. (m > 2).
Eger farkli herhangi z,y € S noktalar icin ya
€Ay ¢ A yada e € A;,y € A; olacak sekilde
bir. A; altkiimesi varsa, n < 2™ egitsizliginin
gerceklendigini gdsteriniz.

SORU 3: (Yunanistan)

C1,Cy ve T' cemberlerini gozoniine alalim. Cy ve
O3 cemberleri T' cemberine sirasiyla B ve O nokta-
larinda icten teget, birbirlerine ise D noktasinda
digtan teget olsunlar. A noktas: ise C; ve Cy nin.
D den gecen ortak teget dogrusunun I' cemberi
ile kesigim noktas: olsun. ‘Aynca K ve L noktalari
AB ve AC nin sirasiyla Cy ve C5 cemberleri ile , M
ve N ise BC ’nin O ve Cy cemberleriyle kesigim
noktalar olsun. AD, KM ve LN dogrularmn
ayni bir P noktasindan gectigini gdsteriniz.

SORU 4: (Bulgaristan)
Her 2 ve ¢ icin

faf(@)+ Fy) = (F(@)* +
esitligini gercekleyen biitin f : R -+ R fonksrb
yonlarmi bulunuz.
COZUMLER
1: Verilen digbiikey dortgenin alani S, elbette,
OAB,; OBC, OCD ve ODA cgenlerinin alan-
larnnin: toplamidir.  Bu diggenlerin. O noktasin-

daki tepe agilarin suas&tyla i, (g, Q- VE g 1le
gosterlrbek

§= §}OA].;OB§sina1 + %{OB{.iOC{sin ark

L0C|.|0D| sin as + L|OD].|0A] sin ay
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< 310A]|0B| + 3|0B|l0C| + slocliop)
+iloDl04]
< 1(2|0A +2|0BJ2 +2|0C|> +2|0D|?) = §

(2ab < a? + b? nedeniyle)

nedeniyle tiim ara adimlardaki < igaretleri egitlik
haline gelir. Bu ise zorunlu olarak

-~ sino; =sina; =sinag =sinog =1,

a1 =ap = o = ag = 90°,

|04] = 03] = |0C| = |0D|
sonuclarim vei*ir, ¢linkd 6rnegin sin‘ay < 1 olsa,

%{OAHOBisin o < %goauom |
nedeniyle sonugta S < S bulunacakti; ayni ne-
denden &tiirii, Srnegin |OA| # |OB] olsa,

(04110B| < S(04P + 0B)

ve sonugta yine S <« S celigkisi elde edilecekti.
Bitti! : : : .
2: Once bir gozlem yapalun: Aj; Az, -+, Am
kiimelerinin S ’nin- altkiimeieri olmalar1 gerek-
mez. S ve A; altkiimelerinin bir X kiimesinin,
verilen ”nokta ayirma” kogullarin gergekleyen (ve
elbette § C Ay U Ag U -+- U A,, kapsamasmin
gergeklendigini gézleyiniz) altkiimeleri olmalar
yeterlidir, tstelik baz Ap kiimeleri bog bile ola-
bilir! Simdi, karakteristik fonksiyonlar yardimiyla
tanimlanan » ‘

F(&) = (oar (), xan (8), -1 xa (2)) (2 € S),

fi8—={0,1}™

fonksiyonunun birebir oldugunu kolayca gozleye-
biliriz, ¢linkii # # y iken, varsayim nedeniyle,
z €A, y€ Ayyadax € A, y € A kogullarm
gergekleyen bir A; altkiimesi var oldugundan,
~ flz) ve f(y) srrali m-lilerinin i-inci bilegenleri
farkh ve dolaywsiyla f(z) # f(y) olmaktadir. O
halde n = [5] < [{0,1}™} = 2™ bulunur.

3: Biyuk bir I' cemberinin iginde'yer alan ve bir-
birlerine D noktasinda, I' cemberine ise sirasiyla
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B ve C noktalarinda teget olan Cy ve Cy cem-
berlerini cizelim.

T §emberinin B ve C noktalanndaki teget}erinih
kesigim noktas: Q olsun. T cemberinde aym yay:
goren LQBC ve LQCB teéet—kirig agilart icin

‘ m(LQBC) = m(LQCB) )
ve benzér bigimde C’1 cemberinde (BKM cevre
agist ile aym yay: géren LQBM teget-kirig acist
igin ‘ ‘
m(LBK M) = m(LQBM) )
ve Cy gemberinde ZCLN cevre agist ile ayni yayt
goren LQCN teget-kirig agis: igin

)

géqerlidir. B, M, N ve C noktalar: ayni dogru
tizerinde olduklarindan bu son ii¢ sonuctan

m(LCLN) = m(LQCN)

m(LBKM) =m(/QBM) = m(1QBC)
= m(LQCB) = m(LQCN) = m(£CLN)

bulunur. - . Cp ve . Cy  cemberlerinin * ortak
teget .dogrusu iizerinde bulunan A noktas: icin
|AK||AB| = |AD® = |AL||AC| olur. A
kosesindeki agilan ortak olan ALK ve ABC.
tiggenleri icin : .

JAK| _ AL
1401~ 14B]
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oldugundan, bu iki liggen benzerdir. Boylelikle

m(LAK LY = m(LACB),
m{LALK) = m({LABC)
olur. Simdi P kogesindeki agﬂan ortak olan

PMN ve PLK. uggenlenm gozdniine alahm:
m(LPMN) = (LBMK)

= 180° — (m(LBK M) + m({KBM))

= 180° — (m{LBK M) + m(£LABC))
= 180° — (m(LCLN) + m(LA,FEK))‘ |
=m({LPLK)

ve benzer bigimde
m(LPNM) = m(ZCNL)
= 180° — (m(LCLN) + m{ZLCN))
= 180° — (m(ZCLN) + m(LACB))
= 1800 — (m(LBK M) + m(LAKL))
= m(LPKL) |

bulunur, ] :
PMN ve PLK ftggenleri igin gegerli olan

|PM| |PN|
TPLl " PRT

egitligi bize istenen sonucu verecektir.

4: Verilen fonksiyonel esitlik kos,tulu

flef(e)+ £W) = (F@)? +y (v eR) (1)

. bize, ko]ayca, z yeiine sifir ve y yerine z yazé,rak
F(f(2)) = 7*(0)+2 (z€R) (2)

egitligini verir.  (UYARI: O halde, f(z) = f(y)
bize x == y verir, yani f birebirdir; istelik ff(z)
birinci dereceden bir polinom ve sonugta. f fonksi-
yonu ortendir. Oysa f fonksiyonunun birebir ve
ortenlik ozellikleri agagida kullamlmayacaktir.)

Simdi ¢ = f(- f'z(O)) Szel gergel sayisimi
tanmumlayalim. lekat echhrse,

£@) = 17=20) L £0) + (-£°(0)) = 0

Béy}eiik\lé benzer olduklar anlagilan
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ve dolayisiyla (1) nedeniyle : ‘
0= f2(a) = fla.f(a) + f(@) —a = Ff(s) ~ &

= 7(0)

ve sonugta f(0) = 0 bulunur. O halde (1j.ve 2)
kullanilarak . Lo

ff(@) =z, f(z.f(z)) = f*(2) (z €R)
ve bu son sonuglar yardimiyla

e? = f2(f(z)) = f(f(2).ff(2)) =

= f(=)

ve dolayisiyla’ f(2) = F2 bulunur.”Aman dikkat,
aranan tiim f fonksiyonlarmm

(3)

f(z.f(2))

va f(z) =z, {her z € R igin)

ya da f(2) = —z (her z € R i¢in) B 4)

¢ geklinde yalmzca iki tane oldugunu heniiz kanit-

lamadik. Bir ¢ € R igin

. f(zo) = zo oldugunda f(yo) = —yo’1 gergekleyen

Yo :;é 0 gergel sayist var olamasz; olsayds,
F(z8 — v0) = f(23 — vo) = flzaf (o) + f(ﬂﬂ))
= f*(zo) +yo = 2§+ %o

geligkisi bulunurdu. Demek ki tiim gozumier 4).
’de yazilanlardir.
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