PROBLEMLER VE COZUMLERI

ALISTIRMA PROBLEMLERI

A1B81. Bir ABC figgeninin Kenarortay-
lann AAg , BBy , CCy ve yiikseklikleri de
AAy , BB, , CCy dir. Bu durumda,
AgB1CoA1BoCi1 Ao~ kapalt ¢okgeninin (po-
ligonunun) gevre uzunlugunun
ABC' iiggeninin gevresinin uzunluguna esit
oldugunu ispat ediniz.
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ALS2. foo0 < T23 T oz3a Tt
-+ AT D) esitsizligini gergekleyen

en kiiclik n dogal sayis: nedir?..

A153.  Bir dértyiizliiniin (tetrahedron)

ayritlarindan, her aymt bir kez kullanilarak,

iki tane iicgen yapilabilecegini kanitlayiniz.

A1584. m bir dogal say1 olmak {izere

f ~ dz e
z(z+1)---(z+m)
- integralini hesaplaymxz

)Qk

A185. 7z = zj “““
144)8
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% karmagik sayisinin esas
argﬁmenmm bulunuz. : ‘

YARISMA PROBLEMLERI

Y151. Bir ABCD dikdértgeninin iginde ras-

gele bir P noktasi aliniyor. P noktasindan

dikdértgenin  kenarlarina paralel dogrular

cizilerek dikddrtgen 4 kiiciik ~dikdortgene
ayriliyor. A ve C” yi koge kabul eden kiiciik
dortgenlerden en az birinin alaninin ABCD
nin “alaninin Z‘ iinden daha buyuk olama-
yacagml gostemmz

Y152. Tiim terimleri [0,1] ara.hﬁmda bu-
lunan Oyle bir wraksak {a,} reel say1 dizisi
tammlaymiz ki, limp e |@n ~ Gngyi| =0
olsun. ‘ B
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Y153. 0 <a <l olsun Her z gergel saylsi
icin

F@)+ flam) = 5

denklemini saglayan f surekh fonk31yonunu
bulunuz. ‘

Y154. ‘Oyie bir liggen’ bulunuz ki, tam 1997
tane egit uggene boliinebilsin.

Y155, 224y ve y? + 7 her ikisi de tam kare
olacak bicimde  ve Y pozitif tamsayilar var
mdir?

COZUMLER

A141, Bir ABCD karesinin A ve B kogeleri
merkez alinarak |[AC| yamcaph iki ¢ember
giziliyor. Cemberlerin AB dogrusuna gore D
ve C ile aym tarafta bulunan kesisme nok-
tasi P olmak iizere, A 'dan BP dogrusuna

. A A
~ AQ dikmesi giziliyor. PAC=QAC oldugunu

kanitlayiniz.

Cozim 1. Karenin kdsegenleri F noktasinda
kesigsin. Bu durumda,

’»f
E .
A Q
u .
A , B
: A AL
m(PAE)} =m(PBE)=u
ve
m(APB) = a

olmak iizere, 2u + o = m(AEB) = 980° dlr
AQ dogrusu DB dogrusunu F ’de kesngse,

m(AFE) 90° — u olur. Buradan



m(E'AF) =y bulunm ve PAC’ QAC’ elde
edilir.

S S i
(}ozum 2. Jekilde, PAB ikizkenar iicgen,
[PR] onun AB kenarna ait yiiksekligidir.
[PR] ayn1 zamanda agiortay oldugundan

A A
APR=BPR 1)

dir. Kollari birbirine dik acilar olarak

"BPR=BAQ - (2)
dur. Diger yandan,
‘ A A
APR=DAP (3)

dir(icters agilar). (1), (2) ve (3) ten

AL A
DAP=BAQ
ve buradan- « ‘
A A
PAC=QAC
oldugu goriiliir.
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(Cczenler Ah Akwn, Alper Cay, Atasagun
Baykal, Cemal Ozboga, Erol Unal, Mustafa
Dénmez )

Al42. Bir ABC diicgeninde [BC] ve [CA]
iizerinde sirasiyla alinan noktalar D, E
ve DE//AB olmak iizere BE dogrusunun
AD dogrusunu kestigi nokta F ise, CF
dogrusunun [AB] ’min orta noktasindan
gectigini kanitlayiniz..

FProblemler ve (ézimleri

Coziim. CF nin AB yi kestigi nokta L ol-
sun. Ceva Teoreminden,

|AL| BD) |CB| _
LB |DC| 1EA] ~

ve DE//AB kosulundan -

|AL| |AB| |CE| _
\LBI'|EC| |EA]

bulunur Buradan |AL| = |LB| elde edilir.

(Qazenler Ali Ak, Alper Cay, Atasagun
Baykal, Cemal Ozboga, Eml Unal, Mustafo
Dénmez)

A143. Bir ABC ilicgeninde B ve C agilarinin
ic ve dig agiortaylan cizilerek A noktasindan
bu aglortaylara dikmeler indiriliyor. Bu dért
dikme ayaginin ayni dogru iizerinde oldugunu
kanitlaymiz. :

Coziim. ABC {icgeninin 1%’ acistnin ig
ve dig agiortaylarmma A noktasindan in-
dirilen dikmelerin ayaklari sirasiyla E, D ve
é’ agist igin de bu dikme ayaklari F,G ol-
sun. BE ile BD ve CF ile CG birbir-
lerine dik oldugundan, ADBE ve AFCG
birer dikdortgendxr Dikddrtgende k0§egenier
birbirini ortaladigindan DE, [AB] ’nin ve
FG, [AC] 'nin orta noktasindan gecer ve iki-
si de BC' dogrusuna paralel olur, dolayisiyla
cakisirlar,

(Q&zeﬁiér Atas’agun Bayk&l Erol Unm,‘
Mustafa Dénmez )



Problemler ve Qézimleri
Al44. z,y,a,b >0 icin

‘ 2 2 o
(2 (25 s g

esitsizligini gosteriniz.

I = (dx—;—by)z‘_}_ (a@y;—b:z:)2 o
(> +%) (5 + &) +2ab(2+L) tir. Aritmetik-
Geometrii Ortalama esitsizliginden her £ > 0
icin ¢ + 1 > 2 oldugundan (¢t = %25 vel=¢
alarak)

Céziim,

I > 2(a® +b* + 20b) = 2(a +b)*

bulunur. Esitlik ancak ¢ = 1, yani 2 = y iken
vardir. R

(Qézenier: Ali Akwn, Alper Cay, Atasagun
Baykal, Cemal Ozboga, Mustafa Dénmez )

Al145. (Soru dergide yanhs basilmis;
dogrusu) n pozitif bir tamsay: olsun.

nl<p<nledntl
kogulunu saglayan kag p asal sayist olabilir?

Cozim. k € {1,2,---,n}icin p = nl+ &
seklindedir, yani k ile boliiniir. O halde & >
2 iken n! -+ k sayilan asal degildir; istenen
kogulu saglayan en ¢ok bir (p = n! 4+ 1) asal
sayist olabilir. (n! <4 1 sayist n ye gbre asal
olabilir veya olmayabilir; 6rnegin 7 = 31+ 1
ve 25 = 4!+ 1).

Y141. Odaklar F, F' olan b%z%+a?y? = a?b?
elipsinin herhangi bir tegeti d dogrusu olmak
izere F' ve F' noktalarmin d izerindeki dik
izdiiglimleri sirasiyla S ve §'ise |FS|.|F'S'| =
b? oldugunu kanitlayiniz. :

Céziim 1. Biiyiik eksén uzunlugu 2a, kiigiik
eksen uzunlugu 2b dir. d tegetinin degme
noktast P olmak fizere, F?’S:F’PS’ dir.
FP dogrusu F'S’ dogrusunu  noktasinda
» A A
kesmigse |QS’| = [S'F!|, QPS'=F'PS' olur.
Buradan, |F'P| = |[PQ|, |FP|+ |PQ| =
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|FP| 4+ |PF'| = 2a ve |[0S'| = ¢ bulunur.

Yani §' ve S noktalari elipsin asal cemberi

tizerindedir. S’ noktasinin O noktasina gore
simetrigi olan S” bu cember iizerindedir;
|S'F'| = |FS"| diir.

Q

\FS|.[F'S'| = |FS"|.|FS| = |A'F|.|AF| =
(140l + |OF|)(|A0| - |OF]) = |AO]® —
|OF|? = 52 den lFSl.IF’S’{ = b? bulunur.

Coziim 2. Elipsin (m,n) ﬁokta31ndaki d
tegetinin denklemi o

mx . Ny

= te=h

mb®z + nazy —-a?? =0

dir.

. Fie0) 0

Bir noktadan bir dogruya. ~olan uzaklik
formiilii kullanilarak,
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) 22
IFS| = Ptk
. ; - 2__“2‘2
'S = St

elde ederiz. Ayrica, (m,n) noktas: elips
iizerinde bulundugundan,

()

?m? + a’n? = ¢2h?

(2)

dir. (1) ve (2) den |FS|. {F'S’! = b% olur.
(Cozenler: Al Akan, Alper Cay, Atasagun
Baykal, Cemal Ozboga, Erol Unal, Mustafa
Dénmez)

Y.142.  Bir ABCD Kkirigler dikdértgeni-
nin gevrel cemberi {izerinde ahnan bir E
noktasindan BC,CD,DA,AB dogrularna
sirasiyla EP, EQ, ER, ES dikmeleri indiri-
liyor. |EP|. }ER{ [EQ|.|ES]| oldugunu
kamtla,ylmz ‘ ‘

Céziim 1. Bir ABC uggenmde, a,b,¢ ke»
nar uzunluklar; h,a kenarina ait yiikseklik
ve gevrel yarigap ¢ ise 2gh = be dir. Bundan
yararianarak;

2g{ER;‘x |EA||ED|

2|EP| = |EB].|EC] )
%BQ| = |EDLIEC]
2%|ES| = |EAL|EB]

(1) ve (2) esitliklerinde ikinci taraflarin
- carpimlar birbirine esittir. Bu

IEQLIES]

|ER|.|EP| =

- demektir.

roblemler ve (Czdmleri

Coéziim 2 m (ABE;*- m \AB}E‘i dir. Bu-
radan E’SBNERD ve dolayisiyla,

f"mi = %';a!' 1)
A A
m (CDE)=m (EBP) dir. Buradan
FQDN I%B ve dolaywmiyla,
= @
(1 }ve (2) den |ES||EQ! = §F§%I |EP| olur.

(Gozenler: Ali Akin, Atasagun Bagkadl, Ce-
mal Ozboga, Murat Aygen, Mustafe Dénmez)

Y.148. Cevrel yaricapi R olan A4y 4
diizglin ¢okgeninin ¢evrel gemberi iizerinde
alinan bir P nokias icin ‘

k3
> |PAJ* = 2nR?

g=1

oldugunu kamtlaymiz.

Coziim 1. P noktas, 434, (§§§§ﬁk) yayinin

bir i¢ noktas: olmak fizere, PA nn ok;usu @
olsun Bu durumda,

—~ o~

PA; ::C'e«%mwz Qﬁg “%i%r", ce  PA,



Problemler ve Coziimleri

olur. R yarigapli bir g¢emberde bir [AB]

kiriginin uzunlufu 2Rsini (AB) oldugun-
dan, 86z konusu. toplam

a (n-r

T=4Rsn? 2 4 o pain2(2 o 22T
T = 4R*(sin 5+ +sin (2+ 3 )
olur. sin?z = (1 — cos22)/2 esitligi kul-
lanilarak, : .

sin? § + ---+~sin2(%+ 11—2_1)1)

=2 [Cosa+"'+cos(a+2@_;1)z£)]
elde edilir.
ccsa+"'+cos(a+2£L;1)ﬂ)=0

‘oldugundan, T =

4R*(%), T = 2nR? bu-
lunur. : ‘ '
Cozim 2. ki vektdriin toplaminin

uzunlugunun karesi

-

@+ B2 = fal? + 57 + 2(a -b)

formiiliinii kullanacagiz. O noktasi, diizgiin
¢okgenin cevrel cemberinin merkezi olmak
iizere, :

PA, = PO+04,
PA, PO 4+ 04,
A PO +0A,

5
N
3
I

ve buradan da
= R+ R*+2P0.04;,
|PAs> = R®+R?®+2P0.04A;

R?+ R? +2P0. O4,

IPA,)? =

elde ederiz. Sonuncu e§itlikleri taraf tarafa

toplarsak,

Y.144.

‘ola,‘ca,émdan, herge {1,2,---
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r ;PA 2= 2nR2+2PO (OA; +0A5+
+ OAn) =2nR? 4+ 2P0 . 0 = 2nR?

olur (burada,;O-SIfxr vektoriidiir).

(Cdzenler: Atasagun Baykal, Cemal Ozbo-
da, Murat Aygen, Mustafa Dénmez )

(Soru dergide yanhg basilmig;
dogrusu) n pozitif bir tamsayt, I ise uzunlugu
L olan bir agik arahk olsun. p € N ve
g € {1,2,-++,n} olmak iizere £ rasyonel sayis1
I ’da olacak gekilde en ¢ok kag tane (p,q) ik-
ilisi bulunabilir?

Coziim. p,p' e Nvel < g<nicn
2Bzl s 151
7 g g ~q=n

; , n}icin £ ve 2
sayilari [ ’da olacak bie;imdefeﬂ cok bir (p, ¢
ikilisi vardir. ¢ = 1,2,---,n olabileceginden,
istenen tiirde en gok n tane (p, g) ikilisi bulu-
nabilir. Istenilen tiirde (r,9) ikzhleumn tam
sayist I 'ya bagldir. Ornegin I = (0 1} igin

~ istenen tiir ikili yoktur. 7 =(~ 2n, 271) a,ra,hél

i¢in (0,1),(0,2),---,(0,n) ikilileri bulunur.

Y.145. Cevresi 10 birimden kiigiik olan rast-
gele bir ikizkenar {iggen ciziliyor. Bu iiggenin
genig agil olma olasiligi nedir?

Cozim. z,y iki pozitif gercel sayi olsun,
Kenarlari z,2 ve y birim olan bir ikizkenar
licgenin varhg: igin gerek ve yeter kogul,
licgen esitsizliginden y < 2z esitsizlifinin
dogru olmasidir. Bu ii¢genin genis agih ol-
masi ise kosiniis teoreminden

\ y=2x

A Tﬁﬁx ‘

c
0 \ Ix+y=10



Gpd
]

y? = a2 + 22 - 22%cos b > 2z?

yani y > /2 é§itsiziiginiﬁ dogru olmasi
ile egdegerdir. Bu bolgeleri, gekildeki gibi
dizlemde belirleyelim.

Cevresi 10 birimden kiiglik ikizkenar ticgenler
kiimesi OAC bolgest ile, bunlardan genis
agih olanlar ise OAB Dbolgesi ile  birebir
eslenmistir. ‘O halde aranan olasilik

_alan(OAB) |AB|
" alan(OAC) ~ |AC|

dir. A = (£,5), B = (10-5v2, 10v2 -
10), C = (5,0) oldugundan p = 3 — 2¢/2 &
0.17175-: - olarak bulunur.

(Cozenler: Atasagun Baykal, Murat Aygen )

Caztimieri gonderirken Hitfen su noktalara
dikkat ediniz:

4 Her: sorunun ¢Sziimiind gyri bir kagda,
okunakli ve anlagilir bir bigimde yaziniz. ||
2, Kagzdm sag list kogesine admiz, soyédz-

nizi, adresinizi, égrenci iseniz okulunuzu ff
ve sinifinizt yazintz, "

S

- Cozimleri, Matematik Dinyast Akdeniz ;
Universitesi Fen Edebiyat Fakiiltesi Ma- ||
tematik Bolimii 07058 ANTALYA z;
adresine,

30 Mart 1998 tarihine kadar gonderiniz. ||

Problemler ve C«S;«:zﬁimleri

Dergimiz matematige ilgi duyan herkesi ya-

~* Matematige ilgi duyan ddrencilerin kendi-

" * Matematiksel kavramlar tarihi ve mate-

“lerle de yaymnlanabilir. Simdilik olanakiari-

adresine génderilecektir.

YAZARLARA

zar kadrosunda kabul etmektedir. Yayinla-

nacak vazilarin matematik ile ilgili olmasr dr-

sinda herhangi bir kisitlamamiz yok. Fikir
vermesi agisindan su konularr sayabiliriz:

* Konu sunuslart.

* Matematiksel disincenin degisik alanlar-
daki uygulamalaring vurgulayabilecek yazi-
lar.

* Yillarchir ¢6z0m bekleyerek yeni ¢ozilmis
ya da heniz ¢zllememis tnld problemle-
rin tanitimi.

lerini asmasina yardimcr olabilecek-prob-
lemfer.

matikgilerle iigili yazilar.

* Daha sadlikli bir miifredat programini
olusturmaya ydnelik inceleme, elestiri ve
alternatif dneriler. ; !

* Matematik diinyasindan glincel haberler.

Gonderilen yazilar aynen yayinlanabilecedi

qgibi biitinliigi bozmayacak bazi dedigiklik-

miz yazariara telif tcreti ddemeye elverisli
degildir. Bu nedenle anlayisla karsilanacadi-
mizi urnuyoruz. Gonderilecek yazilarin oku-
nakii el yazis! ya da tercihan gaktilo ile,
diizgiin ve tam cimielerle, Tirkee dilbilgisi
kurallarina uyujarak, Ust ste formdf yigin-
larindan Kaginilarak yazimasi, bes sayfay!
gececek yazilarda boime noktasr belirtilmesi
rica olunur. Yazilar

Matematik Dilnyast
Akdeniz Universitesi
Matematik Bliimit
07058 Antalya




