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H_iNDiSTAN CEVIZLERL.. VE DtiFANT DENKLEMLERI

Dogan oner
Akdeniz Universitesi, Matematik Bolimii; 07058-ANTALYA

Giris

Yazumizin amact Sayllar Kuraminda gecen onemli bir kavram olan diyofant denklemleri {5 7]

konusuna kisa bir giris yapmak. Burada, ckuyucuya kurallarin tiimiinii verecegimiz diye bir kaygimiz

olmayacaktir. Onun yerine, okuyucudan, verilen temel kavramlar: iistiiste koyarak yeni yontemleri

kendi elleriyle kurabilmesi yoniinde ¢aba harcamasim isteyecegiz. Bu konuya'bulmaca tarihinin belki

de en iinlii problemi ile baglamak istiyoruz. Asagida oykiileyecegimiz bulmaca ilk kez 1926 yilinda

“Saturday Evening Post” gazetesinde “Ben Ames Williams” adl bir yazarca yayinlanan “Hindistan
Cevizleri” adh bir kisa oykiiye dayanmaktadlr ve olaganustu olgide biiyiik bir ilgi kazanarak lintini

giiniimiize dek siirdirmugtir [4]. :

Hmdmtan Cevleerl Bulmacasi

‘ Tekneleri batan 5 gemici giigliikle kiigiik bir adaya yiizerek cikarlar. Gece olinca ¢ok yorgun olduklan
icin adada bulunan hindistan cevizi agacina gikip uyurlar. Uykuya dalan gemicilerden birincisi aglik
‘nedeniyle uyanip agagtakl hindistan cevizlerini 5e boliip kendi payina diigeni yer, bu arada artmigolan

. bir hindistan cevizini de agagtaki. maymuna verip yeniden yatar. Bunun ardindan, sirayla, 2.gemici,
. 3.gemici, 4.gemici ve 5.gemici uyanir, agagta kalan hindistan cevizlerini 5% ‘bohip kendi- payim yet,
“her bir paylagimda artan bir hindistan cevizini agactaki maymuna verip yeniden yatar. Sabah olunca
hepsi birden uyanan gemiciler kendx paylanna disen hindistan cevizlerini yediklerini behrtmce isin
icinden gikamaz ve bu kez agax;ta kalan hindistan cevizlerini 5’¢ boliip bunlart yerler ve bu arada
artan son hindistan cevizini de agactaki maymuna verirler. Dogal olarak bu oykude sorulabilecek
olan soru gu: Acaba ilk baQIangxgta agagta toplam ka¢ tane hxndxstan cevizi vardi?

Bu}macaya, saldirmanin en iyi yolu deglgkenlenmlze ad vermek olmall. Bagld.llgll;ta‘ agacta bulunan
hindistan cevizi sayisin z ile, 1.adimda 1.gemicinin yedigi hindistan cevizleri saylsinl £ ile, 2.adimda -
2.gemicinin yediklerini z; ile, ... , 5.adimda 5. gemlcmm yediklerini zy ile ve son ortak paylaglmda.
her bir gemicinin yediklerini ¢ 11e gosterecek olur.‘aak gozmermz gereken denklem,

x:5x1+1 4:!:1::5.1?—!—1 41:2:5x3+1

dzy = 524+ 1, 4:(:4_.55354—1 dog =5t+1

paylagimlarint yaptlktan sonra ara. degiskenleri elersek,

156256 + 11529

cegi gibi, 1, T2, 3, T4, & igkenleri artik'Gnernlerini
gigkeninin bulunmasina indirgenmektedir., Yazmug ol-
enklemi olup denklemin ‘katsayilanimin birer tamsay1
eri de birer tamsay1 olmak durumundadir. Burada gegen
ohhantos (I.S. 325-410) un adindan kaynaklanmaktadir.
enklemlerinin bir yerdé tanimum olugtururlar. Siz alismig
h blhnmeyenh birdogrusal denklemle kar§1la§txg1mzda
sziimiiniin bulundugunu bilirsiniz. Ancak goziimiin tam-
in1 biiyiik dlgiide kisitlayacaktir.

‘bigimine doniigecektir. Buradan da gé
yitirmekte, ve sorunumuz ¢ ve sonug
dugumuz denklem, gergekte, bir-di

olmasinin yamsira denklemin aranan ¢
?diyofant” sozcigi-Yunanl matemati
Belirtmis oldugumuz bu iki 6zellik diy
oldugunuz gibi, katsayilan tamsay

bunun gergel sayilar icinde sonsuz sayf
sayilar olmasi zorunlulugu ¢bziimlerin g
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olacak bigimde bir z4 rasyonel sayisinin varhgidir. Burada ﬂm]} "ten kiiciik ya da egit olan en biiyiik
tamsayiy1 gostermektedir. Ornegm

215’_4 1
ST +-4_'§—.
23

gibi. Bunun ardindan anlatilan olayl, sonugta en saf ya.nda bir tamsayinin ¢arpimsal tersi gelene dek
yinelersek, istenilen “siirekli kesiri” elde edebilirsiniz. Onceki Srnegi siirdiirecek olursak, su islemleri
Japmamz gerekecektir:

215 _ ’ 1 1 1

24 oy 2+
B BTyl
2 2
Boylece, sonucta, istenen kesiri
I
24—
114+

2

dxye bir surekh kesire doniigtiirmiis oluruz.. Ceblrcﬂer yukarda verm1§ oldugumuz surekh kesm geneL
likle, 22 = [4,2,11,2] bigiminde gostenrler ol SR :

Bu yaphglmlzla diyofant denklemlerinin iligkisi nedir diye kendinize soru sordugunuzu duyar gxbxy;m,
ancak bunun nedenini 6grenmek istiyorsamz yaziy1 okumay: siirdiirmeniz gereke‘,ekttr Bu i igin, 2285
saywisinin “siirekli kesir” olarak yazilisinda sagdaki gosterlmde son kesir olan 1 5 sayistnin a.tllmaswia

elde edilen ’ »
11 103

L _ 103
. 4*;:_1:*“55*23,
11

rasyonel sayisinn (bir bagka, deyigle [4; 2 11] sayxsmm) bzzun agtmlzdan, oldukga guzel bn* sayL
oldugunu gozlemlememxz gereer Gergekten her. iki sayiy1 bu'bmnden g1kart;rsak :

215 103 1
V 48~ 23 T 4823
bulunur. Son yazlan e§1thk umanm, gok hogunuza gltmigt:r Bunu 2159: +48y =1 denkiemlyle
karsilagtiracak olursaniz, ¢éziimiini aradigimiz denklemin 6zel bir ¢oziimiiniin xp = 23, yo = —103
oldugunu gorebilirsiniz. Boylece denklemimizin genel ¢oziimiinii, ¢ parametresi tiim tamsaydarl
dolagmak kosuluyla, ¢ = 23+ 48t, y = -—103 215t diye elde edenz

ya da bagka bir dey1§le, 215 23 +48 - (— 103) = 1

Simdi de Bulmacamiza Cozmeye G1r1§1r misiniz?

Size daha Snceden s6z vermis oldugumuz gibi “Hindistan Cevleen” bulmacasimin. gozumunu yapmay-
acagiz, ancak ¢bziime giden yolu sanirim agmig durumdayxz Bunun icin sizden gunlan 1steyeceglz

* Dogrusal diyofant denklemlerinin genel blgxmlm simdilik (a b =1 varsaymn altmda axtby =
¢ diye vermis olmamza karsin, daha sonra, belirli kogullar altinda, az + by = 1 diyofant
denklemi ile ilgilenecegimizi soylemx§t1k O halde birinci sorumuz soyle: Eger az + by = 1
dxyofant denkleminin bir 6zel ¢Sziiniiini biliyorsaniz, az + by =.c diyofant denkleminin 6zel bir
¢oziimiinii nasil bulursunuz? Ortiefin 2152+ 48y = 11 denkleminin 6zel bir gozumunu buiablhr
misiniz?

(1024 15625) = 1 oldugunu diigiiniirsek, 1024z — 15625¢ = 1 diyofant denkleminin bir ézel ;
¢ozlimiinii bulabilir misiniz? " : ,
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1024« — 15625t = 11529 diyofant denkleminin genel ¢oziimiini bulabilir miniz? Sanuim sonsuz
sayida ¢cozum bulacaginiza gore, bunlar -arasinda en gergekgi ¢oziim hangisi olacaktir?

“Hindistan Cevizleri” bulmacasimn diger §e§1tlemelerm1 yapmaya ne ders1mz7

Diyofant denklemlerinin genel ¢oziimleri tamsayilar 1gmden secildigine gore, bunlarm ozel
¢oziimleri arasinda eksi tamsayilar da olabilir. Buvigergegi akhinizdan glkarmayarak, yazmnzm
baginda s6z etmig oldugumuz “estetik. ¢oziimii” ‘bulsbilir miniz?

Simdi az + by = ¢ denkleminde (a,b) = I bigiminde almis oldugumusz kisitlamay: yok edéﬁm;
yani (a,b) = dve d # 1 olsun. Bu durumda a = Ad ve b = Bd olup denklemimiz d(Az+By) = ¢
bigimine girer. O halde az + by = ¢ diyofant denkleminin en az bir gozumunun olmasi igin

gerek ve yeterli kogul nedir? Bulacagimiz bu kogul altinda, dénklemin Szel bir ¢oziimii z*, ¥
ise, denklemin genel ¢oziimiinii nasil bulqrsunuz" N
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PROBLEMLER VE COZUMLERI

UYARI: Dergimize éhgtlrma problemlgﬁnin
¢ozlimlerini degil, yalnizca yarisma problem-
lerinin ¢oziimlerini yollayimz.

ALISTIRMA PROBLEMLERI

A.156. 0 <a<1<b<c< 3olmak iizere,
kenar uzunluklan a,’b;,vé olan Jiggenler iginde en
biiyiik alana sahip tiggenin alani kag olabilir?

A.157. 11 111 den 99 999 ’a kadar tiim
bes basamakl sayilar, her kart iizerinde birer
sayl olmak iizere yazilmi§ ve bu kartlar rasgele
(gelisigiizel) ‘bigimde yanyana dizilmigtir. Bu
-gekllde elde’ edilen 444 445 basamakh sayinin 3’
iin bir kuvveti olamayacagim kamtlaynuz

A.158. (
igin
sin® o + sin B = s’iu(a +8)
“esitlifi saglaniyorsa o + B =% olldﬁéunu
gosteriniz. Y ' .
A.159, 2 V1% 4 2‘“99 39V /155541 e@tszzhgml
“ispatlayimz. -
A.160. Tum kosegen ve kenar uzunluklari ras-
yonel sayilar olan konveks ABC D dortgeni verili-
yor. Kosegenlerin kesisim noktas1 O olmak iizere,

AO dogru pargasmin uzunlugunun bir rasyonel
say1 oldugunu kamtlaylmz

YARISMA PROBLEMLERI »
Y.156. n herhangi bir doéal say1 ollhai( lzere,
n, 41, nt2, oo, 437, n+38
dizisinde, rakailan toplami 11 ile bawneﬁ. bir

sayt bulundugunu gostermlz

Y.157. ‘Konveks ABC’D dortgemnm AB BC’
CD ve DA _kenarlarm'm uzantilar: iizerinde

0,%) ara,hgmda bulunan o ve ,6 sayxlarl '

_ BAC- B olacagmdan,
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saglanacak bigimde B, C’, D', A’ noktalan
alinmgtir. A/, B’, C’, D’ dértgeninin alaninin
ABCD dortgenin alanmm 5 kata olduguuu
kanitlaymz. PRI

_ 1 1y
Y.158. a._..% \/—+—\7=~H~ +m
sayisinin tam Kismimm 1998 ile bolinmes
kalan nedlr?

Y.159. Alfa burcunun 1001 gezegend i
bir gezegenler sisteminin her gezegeninde bir
tronom, kendi gezegenine en yakin olan’ ‘geze-
geni gozlemektedir.  (Gezegenler birbirinden
farkli uzakliktalar.) Astronomlarin hig¢ birinin
gozlemedigi bir gezegenin varligini kanitlaymiz.
Y.160. Alam S ve ge?re uzunlugu P olan kon-
veks dortgenin ‘icine, yarigapi % olan bir daireyi
(disariya tagsmaksizin) yerlegtirmek miimkiindiis;
kamtlaymiz.
COZUMLER. .
A.146. Bir XY dogrusu késeleri aym olan iig
dik agimin kenarlanim sirasiyla A, B, C, D, E, F
noktalarmda kesiyorsa

AB CGD EF

BCDEFA 4
oldugunu gosteriniz. (Cemil Ugurlu,  1946).
Céziim. Sézkonusu ii¢ dik agimmn ortak kogesi O

A A A A
olmak uzere, AOB=DOE= o, BOC=EOF=f

A
ve COD= v diyelim.
|AB|/|BC| = |OA|sin a/|OC|sin g
|CD|/|DE| = |0C|siny/|OE|sina
|EF|/|FA| = |OE|sin 8/|OA|sin(—7)

oldugundan ¢arpim (—1) olur.
(Gozenler: Ulki Oztas)
A.147. (Soru dergide eksik baazlmw clogrusu )

Bir ABCD- :kirigler dortgeninin B a.glsi dik
olup, [BD)] késegenine A ve C 'den indirilen dik-
melerin ayaklari sirasiyla E ve Frise, |BE| = |DF|
oldugunu kanitlaymiz.

Qozum FDC’— Vid olsun. IDCléosﬁ = |DF|,

IABI/]ACI = cosﬂ
ve do]ajxs’:;?la, )

|DCLIABJ/|AC| = |DF|



