ASKIN SAYILAR UZERINE o
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Bu yazida transandant ya da iistiin diye de amlan askin sayilarla ilgilenecegiz.. Askin sayilardan sdz

etmeye baglamadan 6nce, ilerde kullanacagumz kimi tanimlar: verelim:
Tanum. K kiimesi icin, bir f : Zt —3 K érten fonk51yonu varsa, K sayilabilir bir kumedlr demr

Ornek 1. f: Z"' — 7 fon51yonunu

f(n) =2, n ¢ift ise
fn) = ~232, n tek ise
bigiminde tanimlarsak f Srten bir fonksiyon olur, ve Z sayilabilir bir kitmedir.

Ornek 2. Rasyonel sayilar kiimesi @ da sayﬂabxhr b]l‘ kiimedir. f : Z* — @ orten fonksiyonunu

goyle tammlayabiliriz:

n = 2™3* bicimindeyse (k > 0)

fln) =12,
f(n) = “%, n-= 57 bigimindeyse (k > 0)
f(n)=0 diger durumlarda

Ornek 3. Acaba [0, 1} arahgindaki tiim gercel sayilarin kiimesi sayilabilir midir ? Bu sorunun yaniti

‘Hayir P’ dur. [0, 1] *in sayilabilir olmadigmni, olmayana ergi yontemiyle gosterecegiz:

_ [0,1] ’in sayilabilir oldugunu varsayalim.” Tamm gereéi, bir f : Z1t — [0,1] orten fonksiyonu
bulunmahdir. §imdi, £(1), f(2),..., f(n),. .. sayilarinin ondalik diizendeki yazilimlarim listeleyelim:

F1) = 0.1 1010013+ 015

f(2) = 0_a2’102,2a2,32. é"'a2,j ewe P

.

F(i) = 0.0510i 2053 a5 j -

Yazlistan da 'anl'ag—llacaéi‘iizeré‘ ai 5, F(i) nin 0 ’dan sol a§m1 gostermektedir. f
orten oldugundan, bu listede [0, 1} arahigindaki tim noktalax

Herie Z+ igin

b sayisin1 soyle tammlayahm

’bi = 81
bi = 77
b =0, byby:
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Bu tanima gire b 'nin 0 dan sonraki -inci basamags, (i) 'nin i-ind basamagindan farklidie, bu yiizden
b, listedeki her sayidan farkhdir ve aym zamanda [0, 1] arahfindadir, Bu da, [0, 1] ‘deki her gergel
sayimn listede bulundugu varsayuniyla celigir. Boylece [0, 1] 'in sayilabilir olmadifim kanitladik,

Tanim. Sayilabilir olmsyan kiimlere sayilnmaz denir.

Teorem 1. Sayilabilic kiimelerin sayilabilic birlegimi sayilabilirdir.
Kamt. Sayilabilir birlesimle sdylenmek istenen, birlegimi ahnan kiimelerin olugturdufn kimenin
sayilabilir olmasidir, yani birlegimi alinan kiimeler A, ‘lar jse, § = {A,] kiimesinin sayilabilir ol-
mamdir. 5 sayilabilic oldugu igin Grien bir f : Z* — 5 fonksiyonu vardir. [(i) = A, olacak bagimde
Aa “lany adlandiralin. f Grien oldugundan 5 = {4y, As, ..., Aa,...} yazabiliriz, By yazilista kimi
i# jigin A; = A; olabilir.

Her j € Z* igin bir irien f; : Z* — A; fonksiyouu vardir, gimkii A; ‘lerin her biri saylabilirdi.
g: &Y —+ | ] A; fonksiyonunu géyle tammlayalim:

JoE+

w0 €& ise, g(2™3") = fm(n),
k, 273" bigiminde deffilse  f{k) = a; Gyle ki a, A; "in herhangi bir elemans.

Bu gekilde tanunladifimiz g fooksiyonunun drten oldujiu aciktir, bu yizden U Aj, bagka bir deyigle
JEmE
As "larin birlegimi de zayilabilirdir, O

Tamim. Verilen sonlu sayida kimenin kartezyen carpimi oyle tanunlanir:

HH-'5=H: LT "'?‘Hm = {{ﬂ'l.ﬂh--uﬂm:' | ﬂiE-‘fi]

Teorem 2. Savilabilir kimelerin sonle carpann sayilabilicdir,

Kamt. flk Gnce iki sayilabilie kiimenin sarprmunin sayilabilir oldugunu kamtlayalim:
Ky ve Ky sayilabilirse, Grien fy - T — Ky ve f3 : TY — K fonksiyonlan vardir, f: 2% —
Ky = Ky fouksiyonunu giyle tanmlayalim:

f(2™37) = (film), fain)) ,
k, 3 biciminde degilse, JUEY = (R (1), f=(1)).

J Tonksiyvonunon Srten oldugu agken goriliir ve Ky = Ky snyilabiliedir,

Simdi, tearemi, kiimelerin sayea l_ll'n';rlu tiimevanm yaparak kamtlavabilirie. m = 1 tane kinge
igin teoremn dogrudur, m = k(> 1) tane kiime iin savin dogra oldugunu varsayalim, Verilen k<1 kiime
Wy, oo K, K alsun. Tiimoevarim vma}'unmuzdnn Koy om0 Ky kiimesinin .H!}'lllhilil‘ aldugunu
biliyoruz, bu kimeye K’ divelim. O zaman K x - % Kp % Kpyy = K' % Kisy olur. Sapilabilic
iki kiimenin ¢arpimimn sayilabilic oldagun kanll]nmq‘t:k Bu yozden K' H“.. = []._ ! K de
sayilabilirdir; hoylece kanit tamamlamr, O
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Tanim. Bir say1, rasyonel katsayili bir polinomun kokiiyse, o sayiya cebirsel say1 denir. Bir cebirsel
sayinin derecesi, o sayimin kokii oldugu en kigiik dereceli, fxlasyonel katsayili polinomun derecesi olarak

tammlamr

Ornek. \/_ ikinci dereceden bu cebirsel sayldlr ¢iinkii v/5 ’in kokii oldugu en kiigiik dereceli,

rasyonel katsayili pohnomlar (:c — 5) ’in rasyonel katlandir.

Raayonel say1la1z.a birinci dereceden cebxrsel sayllardxr

:s:ia;ma.safyxlabxhr b1r1e§xm1d1r. n-inci dereceden rasyonel kahsayxh
: er bilegeni rasyonel olan sirali (n+1)-liler arasinda dogal bir birebir esleme vardur. ag+
ai's ‘Y&, 2" polinomuyla (ag, a1, . .., a,) srah (n+ I)QIisini egliyoruz. {(ag,a1,...,a.) | a; € Q}
kiimesi, [T, @ seklinde de belirtilebilir, ve bu kiime sayilabilir kiimelerin (her biri rasyonel sayilar
kiimesi) sonlu carpimi oldugu igin sayilabilirdir (Teorem Q’den). Demek ki n-inci dereceden; rasyonel
katsayil polinomlar kiimesi sayilabilirdir. n-inci dereceden bir polinomun en gok n tane degisik koki
olabilir. Buna gére n-inci dereceden ve rasyonel katsayih polinomlamh koklerinin olu§turdu§u kiime
n tane sayilabilir kiimenin birlegimidir, dolayisiyla sayﬂab:hrdir Bu kiime A,, olduguna gore, A,
‘nin sayilabilir oldugunu kamtlamig olduk. A, yani cebirsel sayilar kiimesi, n € ZZ olmak tzere An

"lerin sayvabilir birlesimi oldugu igin, sayilabilirdir (Teorem l’den) ]

Sonug. Cebirsel olmayan sayilar vardir.
Kamit. ANR = A’ diyelim. A’ C A oldugundan .A’ kumes1 de sayilabilirdir. IR kiimesi [0, 1] kapah
araligim igerdigi ve [0,1] sayilamaz oldugu icin R de sayilamaz bir kiimedir. Demek ki A" C IR ve
A’ # IR “dir ve IR\ A’ kiimesi bog kiime degildir. Bu kiimeé cebirsel olmayan gergel sayilanin kiimesidir.
o

Burada kamtini vermeyece§imiz, ama bir sonraki teoremin kamitinda kullanacagumz bir teoremi

animsatalim:

Teorem [Ortalama Deger Teoremi]. f, [a, b] iizerinde siirekli ve (a,b) uzermde tlirevlenebilir bir
fonksiyon olsun. f(b) — f(a) = f'(c)(b — a) olacak bigimde bir ¢ € (a,b) vaidir. )
Teorem [Liouville], a, derecesi n (n > 1) olan bir cebirsél say1ysa, 3}{1& bir ¢ = c{a) > 0 vardir ki,

her p/q, (g > 0) rasyonel sayisi igin | — p/q| > ¢/¢" ‘dir.

Kanit. o nin kokii oldugu, rasyonel katsayih en kuguk dere . biri‘Pi olsun. Poli-
dir. Ortalama Deger

nomlar her noktada tiirevlenebilir oldugundan -P ’nin tuﬂ lidh
= (o — p/q)P'(§) dir ve

Teoreminden, her p/¢ € Q (¢ > 0) igin oyle bir ¢ vardir
&, « ile p/q 'nun arasindadir. V : .
derecesi P ’nin

; ﬂ P
’éﬂf? vbuyuik oldugu igin

p/¢, P ’nin kokii degildir, Syle olsaydi, zg —

derecesinden az olan rasyonel katsayili bir polinom o
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o rasyonel olamaz, dblaymyla o, p/q ’va é‘g‘ftv degildir. Bu yiizden @ ayni zamanda @ polinomunun
da kokiidiir. Buysa P ’'nin en kiigiik dereceli olmasiyla gelisir. ’

P rasyonel katsayili bir polinom oldugundan aP = R tamsay katbaylh bir polinom olacak bi¢imde
bir @ > 0 tamsayisi vardir. R(a) = aP(a) =0, R(p/q) = aP(p/q) # 0 ’dur.

R ’nin derecesi n oldugundan, ¢" R(p/q), 0 ’dan farkli bir tamsayldlr Dolaystyla lq"R(p/q)} > 1,

yani [R(p/q)| > & ’dir.

@~ L|1P/6)1 = IP) = Po/0) = 1PG/0)] = *R(pm 2o

dir. ,

o —pfql > 1ise c(a) = 1/2 seceriz ve teorem saglanir. |a — p/q| < 1 ise, €, a ile p/q arasinda
oldugundan |[§ — a| < 1 dir. Buradan [¢| - |a] < [§ — a] < 1 ve [¢] < 1+ |of elde edilir. . [¢] iistten
smirh oldugu igin | P'(£)] de tstten bir s.> 0 sayisiyla sinirhdir. e(a) = 1/sa segersek ’

_|P@/9)|
P

1 c

1
-{P >
> s‘ (p/9)| = as¢ g

buluruz ve kanit tamamlanir. O

Bu teoremde 6nemli olan nokta, ¢ 'nin sadece « ’ya bagh olmasudn Bu teoremin yardimiyla agkin

sayilar kurmak kolaylasiyor:

Sav. £ = - 10~ 41072 + 1073 + a§km bu‘ sayidir.

Kanit. £ 'nin agkin olmadigim, yani ceblrsel oldugunu va.rsayahm £ ’nin  derecesi k olsun. Llou\nlle
Teoreminden, Syle bir ¢ > 0 vardir ki, her p/q rasyonel sayist igin i{“ p/q| > ¢/q" *dir. nl{k—~n—-1) <
logy, 9¢ — 1 olacak bicimde bir n > 10 tambaym ‘bulabiliriz. Buradan —(n + 1 V< —k-n! logm Yo —

Iogw 10 buluruz. Buna gore

g
PAR F A

O g9 10 ¢ R
1,0—(n+1)" i Tkn‘q____ 10—(n+1)2____ )
< 10 Ve 5 < ToFt : (*)
buluruz. p/q rasyonel sayisim 10~ + o+ 10"“' olarak tammlarsak g = 10™ 'dir.
6__‘ E - 10—(n+1)! 1 10—(n+2)! < 107 (n41)! 14+ — 4+ —— 1 4+ ) < 10—(n+1)!_12
P 10 100 = 9

‘dur. Liouville Teoremine gore |€ — p/q| >('/ ¢* oldugundan

c c

W =F < 10“("“‘1)%9‘ ve dolaysiyla < 10'—'("“"1)!—1505 bulunur.

p
< — £
5 q 10kvn!

Buysa (+) ’da buldugumuzun tam tersidir ve geliskiye ulasmig olduk; demek ki ¢ cebirsel olamaz,
yani € agkin bir sayidir. O
Askin Sayilarin Tarihinden

Matematigin en iinlii sayilarindan e ve 7 de agkindir. e ’nin agkinligt 1873’te Hermite tarafindan
. Kamtlanmis, 7 'nin agkinhgiysa 1882’de Lindemann tarafindan agiklanmig. 7 “nin cebirsel olmadigint

‘gostermek, insanhgin yamtim yiizyillardir Aradigi bir soruyu da agikhiga kavugturdu. Bu soru, alani,
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verilen bir dairenin alanina esit olan kareyi cetvel ve pergelle gizme problemiydi. # nin agkin olmasmin
Snemli sonuglarindan biri, \/7 oraninin cetvel ve pergelle gizilmesinin olanaksiz olduguydu, yani sadece

cetvel ve pergel kullanarak, alam verilen bir dairenin alanina esit olan kare gizilemezdi.

1934’te aciklanan Gelfond-Schneider Teoremi, a ve b cebirsel, a, ‘O ve 1 den farkh ve b rasyonel
degilse, ¢® ’nin agkin oldugunu sdyliiyordu. Bu téorenﬂden 2V2 ve \/'7\/3 iin agkin oldugu kolayca
goriiliiyor. Ashinda elimizde bir agkin say1 varken, bir ¢ok yeni agkin say1 bulabiliriz, ¢giinki € agkinsa,
n € ZZ* olmak iizere £€" de askin bir sayidur. Oyle olmasaydi £™ *nin kdkii oldugu rasyonel katsayilt
polinom P olmak iizere,’ Q(z) = P(z") alirsak, Q da rasyonel katsayih bir polinom olur ve Qe) =
P(€™) = 0 bulunur, bu da ¢ ’nin agkin olmastyla geligif.' ::

Gelfond-Schneider Teoreminin yardimiylae™ "ninagkin oldugu‘ kamtlanabilir: e™ = -1 oldu'g'undan
e™ = (=1)"% dir. ~1; 2% 41 = 0 denkleminin bir koki olducrundan cebirseldir. —1 de ceblrseldlr ve
0 ve: 1 ’den farklidir. —i rasyonel olmadifindan, Gelfond Schneider Teoreminden ™ = (—1)~* “nin

agkin oldugunu buluruz.

et w” yé. da 7° ’nin agkm olizp olmadigiysa hélé bilinmiyor.

Meraklilara

Askin bayxlara 1h§km en ouemh kaynai\ Alan Baker’in Transcendental Number Theory: adh
kitabr. Bu kltap oldukga zor okunan bir kitap; ama daha okunakh kltaplax da var. Shidlovskii’nin
gkm sayilar 1 uzerme vaziliug kxtaplar olmasa
da Ian Stewart m- Galms Theory ve A. Jones, S A oytis, K. R Pearson n Abstract Algebxa

and Famous Impossﬂnhtles adly kﬂ‘.aplarx e ve i nin.agkin oldugunun kamtlarml igeriyor.

Transcendental Nurnbel s adh kltabl bunlardan biri. Ai
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