PROBLEMLER VE COZUMLERI

Uyari:  Dergimize aligtirma preblemlerinin
¢oziimlerini degil, yalmizca yarisma problem-
lerinin ¢oziimlerini yollayimz.

ALISTIRMA PROBLEMLERI

A.161. m ve n dogal sayilar olmak lizere < V2
dir. 2 < V2 (1= ﬁﬁ) oldugunu gésteriniz.
A.162.  Bir kare, sekilde goriildiigi gibi, beg
dikdortgene bolinmugtiir. Karenin kenarlan ile
ortak kenarlarr olan dort dikdodrtgenin alanlan
birbirine egitse, tam ortadaki dikdortgenin bir
kare oldugunu gésteriniz.

A.163. 6 tane ikinci derécedenklem veﬁliyor:

$2+Pk$+4k20> k=1723“‘16‘

px ’larn hepsinin farkl sayilar oldugu, her den-
klemin iki farklh kdkii bulundugu ve farkl: koklerin
toplam sayisinin 4 oldugu biliniyorsa, bu 4 kokiin
toplami neye egittir?

A.164. Dar agih bir liggenin her kenarinin orta
noktasindan diger: iki- kenara dikler gizilmistir:
Bu diklerin sinirladigr altigenin alaninin, tiggenin
alanmin yarisina esit oldugunu gosteriniz.

A.165. Yaz tahtasma 1,3, L ... L

513 15 sayilari
vazilmigtir.

a) Bu yazilista virgiller yerine + veya =
igaretleri konarak sifir elde etmek mimkin
miudir?

29

b) Eger miimkin degilse, ‘sayilann (ve -
virglillerin) en az kag tanesi silindikten sonra
geriye kalan virgiller yerine 4 veya - igaretleri
konarak sifir elde etmek miimkiindiir? :

YARISMA PROBLEMLERI

Y.161. ¢ > 5 olmak iizere p ve g asal sayilan
g](2? + 37) kosulunu saglarsa ¢ > p olacagm
gosteriniz (Kazm Biydkboduk-Izmir).

Y.162. Bir ug¢genin kenar uzunluklan a,b,¢;

gevrel cemberinin yaricap: R ise,

2 b2 2 ,
>

to 2 V3R

S
b+c—a

a+c—b

oldugunu gésteriniz. . (Mehmet Bumin Yenmez-
Tzmir) ‘ ‘

Y.163. Merkezi (0,1) noktasinda olan bir gember
y = 2z? paraboliinii 4 ayr noktada kesiyor:
AB,CD.

a) Alan(ABCD) < +/2 oldugunu gésteriniz.

b) ABCD ’nin alaninin alabilecegi en biiyik
degeri bulunuz. g

Y.164. p,g¢ € N, ¢ < 100 olmak iizere,
say1 ekseni iizerinde £ noktalar isaretlenmigtir.
Uszunlugu 3.1072 olan bir « parcasi, koordinat
baglangicindan 1 noktasina dogru - kaydirihiyor:
[}T?g‘] parcasinin ikiser ikiser birbirinden ayrik
oyle dort tane altaraligi vardir ki, o pargasi bu
araliklardan herhangi biri i¢inde bulundugunda,
daha 6nce igaretlenmis olan 2 noktalarindan hi¢
birine degmeyecektir; kanitlayiniz.

Y.165. ay,4as,a3,"

sinrsiz, kesin artan pozitif
say1 dizisi olsun. ‘

a) Her k > ko igin

a a ag :
,.}. _._2_.{_»{,. E < k=1
as as QK41

esitsizligini saglayan bir kg € N sayisinin varhigim
gosteriniz.

b) Her k> ky icin

Ay p 2 k1998

a9 as

Ak41

esitsizligini saglayan bir k1 € N sayisinin varligim
gosteriniz. :



e}

COZUMLER

A.151. Bir ABC ficgeninin kenarortaylar AAg,
BB,, CCy ve yiikseklikleri de AA;, BBi, CCy
“dir. Bu durumda, AnBlcoAlBgcle -kapah
cokgeninin  (poligonunun) ¢evre . uzunlugunun
ABC iiggeninin ¢evresinin uzunluguna esit
oldugunu ispat ediniz. - :

Coziim

Cl A;

A B, B

143Cy] = [40B| ve |AoB1] = }AgC{ oldugunu
mek yeter. Cinki bu egitliklerden
[45C1] + |40 B1| = |40 B| + |4oC| = |BC|

u gikar. Benzer sekilde, |AB] = |Codq|+
1l ve JAC| = |BoCi| + |BoA1| esitlikleri de

Sniine alinarak

i

(ABl + EBC’l +|CA| = |CoAr] + |CoBy| + |AoCh|
+1AgB1| + |BoAi| + |BoCh|

elde edilebilir.

Béylece, |4Ci| = |40B] ve |AoB1| = |4sC]|
cldugunu gosterirsek igimiz biter.

BB;C dik iicgenine bakahm. |BAq| = |40C|
oldugundan |B; Ag| = |AeC| olur: Benzer gekilde,
CB(C, dik Uggeninde |C14q| = |Ag B} 'dir.

A.152.
2499 L S 1
10000 ~ 1.2.3 234 n(n+1)(n +2)

esitsizligini gergekleyen en kii¢iik n dogal sayisi
nedir? ‘

Cdziim. Esitsizlifin sag yanindaki toplam bir
- “teleskopik” toplamdir:

Problemler ve (ozimleri

— 1 1 1
S = EkZ__:l(k(k-}-l) - (k+1)(k+2))
=Ll
= 17 2(ni1)(nt2)
%99 o _1_ 1
10000 ~ " T 4 2(n+1)(n+2)

olmasi igin gerek ve yeter kogul, 4998 < n? + 3n
yani, n > 70 olmasidir. Boylece, verilen esitsizligi
saglayan en kiigiik n dogal sayis1 70 “tir.

A.153. Bir dortyiizliiniin. (tetrahedron) ayrit-
larindan, her ayrit bir kez kullamilarak, iki tane
tiggen yapilabilecegini kamtlayimz.

Cozim. Dortyuzliniin en uzun ayntina a diyeQ
lim.

Diger ayritlarin uzunluklarini da, sekildeki gibi, «,
Y, 2, k ve pile gosterelim. a < z+yvea<k+p
esitsizliklerinden en az biri saglanmak zorundadir.
Aksi halde,a >z +yvea > k+p’den

202z +y+k+p=(z+k)+(y+p)

olur.  Ancak {liggen  esitsizligine ~gbre (sekle
bakmiz), a < z+k ve a < y-+p 'dir ve dolayisiyla,
2a > (z + k) + (y + p) olamaz. Boylece, a <
z 4y veya a < k 4+ p esitsizliklerinden en az biri
saglanmalidir. Birinci egitsizlik saglandiginda, ke-
narlar a, z, yolan iicgen olusturmak mimkindiir
ve bu halde kenarlari k; p, z olan ikinci iggen
olugturulmus durumdadir. - Benger seyler ikinci
durumda da soylenebilir: ’

A.154. m bir dogal say1 olmak lizere
/ Coodzo
z(z+ 1) (z+m)




Problemler ve (ozimleri

integralini hesaplayiniz.

Cozim. Basit kesirlere ayirma yontemi uygu-
lanirsa

1
z(z+ 1) (w+m)
o a oy fm
—:c+:c+1+ +x+m

Bilinen yontemlerle,

(=1

on = nl(m —n)!

oldugu goriiliir. Boylece,

f ds o % (=" do
s{zF1).(c+m) - =% ni{m—n)! z+n

(=1)"In{z+n)
n!(m—n)!

=3 +c
“n=0

elde edilir.

- A.155.

Sorunun  yaziminda hata olmusgtur
§ )
dogrusu:} ‘

S %&9 (14025 (140)?
T L TR T T

k=1 ‘ .
. 1+€4 1+7j)6 I_H' 1998
e T

999
karmasik sayisinin esas argiimentini bulunuz.

Cdziim. (1+4)? = 24 oldugundan her
k=1,---,999 i¢in

(14 9)% =254k

ve boylece
999 .
x 1 4999 .
z= E 1" =1 — = =
1—1 .
k=1

-z ’nin argimenti 7 ’dir.

Y, 151 Bir ABC D dikddrtgeninin iginde rasgele
2 noktasi aliniyor. P noktasindan dikdort-

ictik dikdortgene ayrihiyor. A ve C
eden kicik dortgenlerden en az

SBCD 'nin alanmm L {inden

4

o~

E

aginl gosteriniz.
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Coziim. Kiigiik dikdértgenlerin alanlarnnia, b, ¢
ve d ile gosterelim (sekilden izleyiniz). a.c = b.d
oldugu agiktr.

D S C

A B

ABCD ’nin ‘alanina S dersek,
geometrik ortalama esitsizliginden,

aritmetik-

S=a+b+c+d>2v/ac+ 2Vbd = 4/ac

ve boylece
<2
ac < —
=16

olur. Buradan ise a ve ¢ sayilarindan en az birinin
% ‘ten daha biiyiik olamayacagr goriilir.

(Codzenler: - Zayta - Matematik Grubu (Ankara
Fen Lisesi), M. Bumin Yenmez, Alper Cay,
Segil Cakalls, Samanyolu Matematik Grubu; Alp
Simgek, Suleyman Demirel)

Y.152. Tiim terimleri [0,1] arahgmda bulunan
dyle bir wraksak {an } reel say1 dizisi tamimlaymniz
ki, 1_1—)1’{.10 lan — anp1] =0 olsun.

n

Céztim.  Ornegin a, = |sin/a|, (n =
1,2, -} dizisi problemde verilen kogullar1 saglar.
Gergekten,
|Isinv/n+ 1] — [ sin /|

< |sinv/n+ 1~ sin/n|

SVRFT-va o

= gt 0
(Cozenler: M. Bumin Yenmez)
Y.153. 0 < & < 1 olsun. Her z gergel sayis: igin

@)+ f(az) ==

denklemini saglayan f siirekli fonksiyonunu bu-
lunuz.
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Coziim. f(z) = z= f(az) esitlifinde ¢ yerine az
koyarsak, f(az) = az — f(a?z) olur. Sonuncuda
yine z yerine az koyarsak, f(a’z) = a’z — f(a%z)
olur ve bu gekilde devam edersek, her k € N icin
flakz) = afz — f(aF*'z) elde ederiz. Bunlan
gozoniine ahrsak

flz) == f(az) =z — [az — f(a’z)]
=z-az+ fla’z)
=z —az + [’z ~ f(a3z)]

=z —az + a?z ~ fladz) = .-

3

]

= 3 (=1)Fafz + (=" f(a"Ha)
k=0 .

Py nl n
= 5 4 (—1)H et
olur. 0.<.a < 1, f(0) = 0 ve f fonksiyonunun
stirekli oldugunu gbzonine alarak yukamndaki
esitlikte n — oo olmak lizere limite gegersek

elde ederizf ‘

(Coézenler: M. Bumin Yenmez, Samangolu
Matematik Grubu, Hasan Karabunk, - Ramazan

Calis). . ‘ - ;
Y.154. éyle bir tiggen bulunuz ki, tam 1997 tane
esgit Uggene bolinebilsin.

Cozim.

Problemler ve Cézimleri

Dik kenarlar 29 ve 34 olan dik tiggenin sozkonusu
Szellige sahip oldugunu gorelim. Ilk dnce, her n €
N-igin her bir figgeni, kendisine benzer n? tane
egit liggene bolmenin olanakh oldugunu gorelim.
Asagidaki gekilde, herhangi bir {iggenin n = 4
igin 7% = 16 esit ve verilen “ana iiggene” ben-
zer liggenlere boliinmesinin bir yolu gosterilmistir.
(Burada kullanilan esas fikie 14345+ .-+ (2n—
1) = n? esitligidir.) Herhangi n dogal sayisi i¢in
de benzer yolla gidilebilir.

Simdi; dik kenarlari 29 ve 34 olan ACB dik

li¢genini alahim.

29 34 -

A H B

Ucgenin CH yiksekligi bu iicgeni iki ben-
zer uggene ayirir. ACH lggenini, herbirinin
hipoteniisii 1 olan 292 tane esit (ve dik) liggene
ayirahm. Benzer sekilde, CHB figgenini,
hipoteniisleri 1 olan 342 tane esit (ve dik ) liggene
ayirahim. Elde edilen 29?2 +.34%2 = 1997 tane
liggenin hepsinin birbirine esit oldugunu gérmek
zor degildir.

(Cozenler: Murat Aygen)
Y.155. z?+y ve y® + = her ikisi de tam kare ola-
cak bigimde 2 ve y pozitif tamsayilar: var mudir?

Coztim. Hayir. 'z > y ise 2% + y bir tamkare
olamaz. Clnki, bu durumda

mz<‘:I:2+y<:z:2+a:<.x2+2$+1::(a:—}—l)z.

Bengzer- gekilde, eger z <y ise yz‘ + z sayist bir
tamkare olamaz.

(Goézenler: M. Bumin Yenmez, Samanyolu
Matematik Grubu)



