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39.  Uluslararast Matematik Olimpiyadi
10-21 Temmuz 1998 tarihlerinde Tayvan
n bagkenti Taipei ’de yapild1 76
ilkeden 419 yarigmaciin katildigi olimpi-
yatta iilkemizi Kazim Biiyiikboduk, M. Bu-
min Yenmez, Duru Tirkoglu, Onur Dogan,
Serdar Pehlivanoglu ve Melih Onug ’tan
olugan ulusal takimimiz temsil etti. Takim
lideri olarak, aym zamanda Uluslararas
Olimpiyat Komitesi Danisma Kurulu (IMO
- Advisory Board) iiyesi olan Semih Ko-
ray, lider yardimcisi olarak bu satirlarin
yazari Halil Ibrahim Karakas ve gozlemci
olarak Aytek Erdil gorev yaptilar. Ulusal
Takimimiz, bu satirlarin yazari ile 12 Tem-
muz 1998 Pazar giinii Istanbul’dan hareket
ederek Dubai - Singapur iizerinden 13
Temmuz 1998 Pazartesi aksami Taipei ’ye
ulagti. Hava alaninda bizi rehberimiz, Na-
tional Normal Taiwan University - Tiirkoloji
bélimi 6grencisi olan ve kendisine ikinci ad
olarak: “Yasemin” adini secen H. Y. Chou
karsiladi. Takim liderimiz Semih Koray ve
gozlenmcimiz Aytek Erdil li¢ giin dnce Tay-
van ’'a ulasmislardi.  Ancak, olimpiyat ku-
rallarima goére onlari sinav bitimine kadar
goremeyecektik.

Sinavlar; yazili olarak birincisi 15 Temmuz
1998 Carsamba giini, ikincisi 16 Temmuz
1998 Pergembe giinii olmak iizere her biri 4,5
saatl siiren 3 ’er soruluk iki oturumda yapildi.
Takinumiz, 2 giimils ve 4 bronz ‘madalya
kazandi ve iilke siralamasinda 17. siray
aldi. Bu, takimimizin olimpiyatlarda bu yila
kadar aldig1 en bagarili sonug olmustur. Gele-
cek yillarda daha basarili sonuglar alinmasini
umuyor ve diliyoruz.
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38.  Uluslararast Matematik Olimpiyad:
ile ilgili olarak “Matematik Diinyasi” ’nin
7. cilt, 2. sayisindaki yazimizda ayrintilarin
ve anilarin anlatimini takim mensuplarina
birakmigtim.  Onlar bu gorevi yerine ge-
tirmediler. 39. Olimpiyadin ayrntilarim
ve aniarini anlatmayi yine takim mensup-
larina birakiyorum (takim mensuplarindan
birinin “ben yazarim” dedigini de belirtmek
istiyorum) ve olimpiyatta sorulan 6 soruyu
ve ¢Ozilimlerini- veriyorum. Burada verilen
goziimlerden farkl ¢éziimler bulunabilecegini
belirtmeye gerek yoktur.

Sevgili okurlarimiz! = Sorular okuduktan
sonra, ¢oziimlere bakmadan once, her soruyu
kendiniz ¢6zmeye caligimiz. Bunun  igin
miimkiin oldugunca ¢ok zaman ayirimz. Ko-
lay gelsin-. ..

Iste 39. Uluslararasi Matematik Olimpiya-
dinda sorulan sorular ...

BIRINCI GUN SINAV SORULARI

Soru 1. ABCD konveks ddrtgeninde AC
ve BD kogegenleri birbirine dik olup, AB ve
DC kenarlari paralel degildir. AB ve DC
‘nin orta dikmelerinin kesistigi P noktasinin
ABCD 'nin ig bolgesinde yer aldig bilinmek-
tedir. ABC'D ’nin bir kirigler ddrtgeni olmasi
icin gerek ve yeter kosulun ABP ve CDP
tiggenlerinin alanlarinin esit olmas: oldugunu
gosteriniz.

Soru 2.  Bir yarigmada, b > 3 bir
tek sayr olmak ilizere, @ yarigmaci ve b
hakem ~bulunmaktadir. Her hakem her
varigmaciyl ya “baganh” ya da “bagarisiz”
olarak degerlendiriyor. k asagidaki ozellige
sahip bir say1 olsun: Herhangi iki hakemin en
gok k yarigmact hakkindaki degerlendirmeleri
cakigmaktadir.

IS

b=1
> -
-2

oldugunu gdsteriniz.
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Soru 3. Her pozitif n tamsaysi icin, d(n) ile
n ’nin (1 ve n dahil olmak iizere) bdlenlerinin
sayisint gosterelim.

d(n?)
d(n)

olmasini saglayacak bigimde bir n sayisinin
bulundugu tim pozitif & tamsayilarint bu-
lunuz.

IKINCI GUN SINAV SORULARI

Soru 4. ab?4b+47 'nin a?b+a-+b yi bélmesini
saglayan tiim (a,b) pozitif tamsay: ¢iftlerini
bulunuz.

Soru 5. I ile, ABC iiggeninin i¢ teget
¢emberinin merkezini gosterelim. ABC ’nin
i¢ cemberinin BC, CA ve AB kenarlarina
teget oldugu noktalar sirasiyla K, L ve M
olsun. B ’den gegen ve M K ’ya paralel olan
dogru. LM ve LK dogrularini sirasiyla R ve
S noktalarinda kesiyor. / RIS ’nin bir dar
ag1 oldugunu gosteriniz.

Soru 6. N pozitif tamsayilar kiimesini
gostersin. N ’den N ’ye giden ve N ’ye ait
her s, t i¢in

FEf(s)) = s(f(1))?

kogulunu saglayan tiim f fonksiyonlarini ele
alabm.  f(1998) ’in alabilecegi en kiiciik
degeri bulunuz.

COZUMLER

Soru 1 ’in Coézumiu. AC ve BD ’nin kesim
noktasi F olsun. Simetriden, P noktasinin

A
ABE iiggeni icinde oldugunu kabul edebiliriz
(Sekilden izleyiniz).

P den AC ve BD ’yeinilen dikmelerin ayak-
lar1 sirasiyla R ve S olsun. Koseleri X, Y,
Z-olan liggenin alamm [XY Z] ile gosterelim.
|[PA| = |PB] ve |PD| = |PC| oldugunu kul-
lanmadan dahi [ABP] ve [C' DP]’yi asagidaki
gibi hesaplayabiliriz:
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2[{ABP] = 2[ABE] — 2[PAE) — 2[PBE]

= (|AR[ + |PS|)(IBS| + |PR|) - (|AR| +
|PS)IPE| - (IBS|+ |PR|)|PS]

=|AR||BS| - |PR||PS],
2[CDP) = 2[CDE] + 2[PCE] + 2[PDE]

= (ICR| - |PS))(IDS| - |PR[) + (ICR| -
|PS)IPE[+ (IDS] - |PR])|PS|

= |CR||DS| - |PR||PS| .

A

Buradan,

2([ABP] ~ [CDP)) = |AR||BS| — |CR||DS|
(*)

elde edilir.  Simdi, [PA| = |[PB| ve
|PC| = |PD| oldugunu gbzdniine alalim.
Eger ABCD bir kirigler dortgeni ise, i¢ teget
cemberin merkezi P olmahdir. Dolaysiyla,
R ve S, sirasiyla, AC' ve BD ’nin orta nok-
talaridir. Boylece, |AR| = |CR] ve |BS| =
|DS| olup (%) ’dan [ABP] = [CDP] oldugu
goriiliir. Kargit olarak, eger [ABP] = [CDP]
ise, yine (%) ’dan |AR||BS| = |CR||DS|
olur. Eger |PA| # |PC| olsaydi, simetri-
den |PA| > |PC| varsayilabilir ve bu-
radan |AR| > |CR] elde edilebilirdi; ayrica
bu durumda |PB| > |PD| olacagindan
|BS| > |DS| elde edilebilirdi. Bunun sonucu
olarak |AR||BS| > |CR||DS| esitsizligi or-
taya c¢ikard:r ki, bu bir celigkidir. O halde;
|PA| = |PC| dir ve A, B, C, D noktalan P
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noktasindan egit uzaklikta, yani, ABCD bir
kirigler dortgenidir.

Soru 2 ’nin Géziimii. Tam (3) hakem iki-
lisi bulundugundan ve her bir ikili en ¢ok
k yarigsmact icin aymi degerlendirmeyi ya-
pacagindan, ¢akigan degerlendirmelerin sayisi
en ¢ok k(g) 'dir. Her ¢ = 1,2,...,a igin
¢ - inci yarigmaciyr “bagarih” bulan hakem-
lerin sayisi z;, “basgarisiz” bulan hakemlerin
sayisi da y; olsun. Béylece, heri=1,2,...,a
icin z; + ¢, = b ’dir. Bu gosterimle, i-
inci yangmact icin degerlendirmeleri ¢akigan
hakem ikililerinin sayist

& Yi 1 ‘
(2> + <2> =5l + vl — i - w)

> % B—(m; +u)? = (2 ¥ y,')]

= 7lb-1? ~1]

olur. b sayist-tek: oldugundan yukarndaki

esitsizlik,
2 Yi 2
> Z(h —
(2)+(3)z 30

olarak ifade edilebilir. Buradan,

—

5B

ve sonug olarak

Q|

S b-1
o 2b
oldugu gériilir.

Soru 3 ’in Céziimi. n bir pozitif tamsayi,
n ’nin asal ¢arpanlarina ayrilis

ap—1

1
S S

a1—1, ag—-

n=pr Py a; > 1

olsun. Bu durumda,
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d(n) = ajan ... 0

d(n?) = (201 — 1) (202 = 1) ... (20 — 1)

olacagindan, eger

d(n®) (204 — 1)(2a3 — 1) ... (205 — 1)

d(n) =k

Qy g ... Ay

tamsayist ise, k& 'nin bir tek say1 olmasi
gerekir. Simdi, bitiin pozitif tek tamsayilarin
bu ozellige sahip oldugunu (tiimevarimla)
gorecegiz. k = 1 igin durum agiktir.
Tiimevarimi kolaylagtirmak icin dyle bir
tamm yapacagiz: i, qs,...,q, pozitif tek
tamsayilar olmak iizere »

(2(11 - l) (20.’2 - l) e (20£r - 1)
o Qg . o O

bigiminde yazilabilen bir rasyonel sayiya “iyi
say1” diyelim. Boylece, amacimiz tiim poz-
itif tek tamsayillarin “iyi say1” oldugunu
gbstermektir. Once iki iyl sayinin carpiminin
yine bir iyi sayi olduguna dikkat edelim.
Simdi, & > 1 olmak iizere k dan kiiciik
tim pozitif tek tamsayilarin iyi say1 oldugunu
kabul edelim (tiimevarim hipotezi). ¢ > 1 ve
s tek olmak iizere

kE=2ls—1

olsun: Burada, s < k oldugundan, s bir
iyt sayidir. Eger £ = f ‘nin de bir iyi sayi
oldugunu gésterebilirsek, £s bir iyi say1 olur
ve iddiamiz kanitlanmig olur. «; saysim
daha sonra belirlemek iizere

0(2:2061—1
a3 =20y —1=2%;-2=1
9t-2

Oét:2()zt_1—1=2t_1041— =1
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= 9t=lg; — 2141

alalim ve

(201 — 1)(2a9 = 1) ... (204 — 1)
Q10 ... 04

2 —1 2y =2041
e o
kesirini disiinelim. (2t - 1)s
segilirse,

Eger a; =

U= = =

2020~ )s— (28 -1)  2's—1 'k
(28 =1)s s s

oldugu goriilir. O halde % bir iyl sayidir ve
istenilen kanitlanmigtir.

Soru 4 ’iin Coziimii. Eger ab?+b+7 sayisi
a’b + a + b sayisin1 boliiyorsa

b(a’h+a+b) —a(ab? +b+7) =b~Ta

sayisini da boler. Ayrica, a > 1 oldugundan
b2—Ta < ab?+b+7 'dir. Bu nedenle, b?°—7a <
0 olmahdir. Eger 62~7a = 0 ise, bu durumda
b, 7 'nin bir kat1 olmalidir ve dolayisiyla

(a,b) = (T¢%,71) t>1

olur. 4% = 7a < 0 durumunu ele alalim.
Bu durumda, 7a — b? pozitif tamsayist ab® +
b+ 7 sayisinin bir katr olur. 7a — b% < 7a
oldugundan, bu durum ancak b =1 veya

b = 2 igin miimkiin olabilir (¢linki, aksi halde

ab?4+b+7 > 9a olur). b= 1ign Ta -1
sayisinin a + 8 ile bdlinmesi istenmektedir.
Ta — | = 7(a + 8) — 57 ifadesinden a + 8
in 57 ’yi bolmesi gerekir, 57 = 1.57 = 3.19
oldugundan @ 'nin alabilecegi degerler a = 11
ve a = 49 ’dur. Buradan (11,1) ve (49,1)
goziimleri elde edilir. b = 2 igin ise 7a — 4
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sayisinin 4a + 9 ile bolinmesi istenmektedir.
4(Ta—4) = 7(4a+9) — 79 ifadesinden 4a+ 9
un 79 'u bolmesi gerekir, ancak 79 'un-4a+9
biciminde bir bdleni yoktur.” O halde;, b =2
durumunda hi¢ ¢éziim yoktur ve problemdeki
kogulu saglayan ikililerin kiimesi

{(78%,8) : £ > 13U {(11,1),(49,1)}

’den ibarettir.

Soru 5 ’in Cézumaiu.

'S
merkezi

I, " ig ¢emberin ve RS//MK
oldugundan, BI L MK ve BI L RS 'dir.
A

Bu nedenle, RIS agisinin dar agi oldugunu
gostermek- i¢in

|BI|* > |BR||BS]| (%)

A
oldugunu gostermek yeter. - Ciinki, RIS
agisinin dar agt olmamasi durumunda, I nok-
tasi, [RS] 'yi cap kabul eden ¢emberin iginde
veya iizerinde kalir ki bu durumda

|BI* < |BR]|BS|

olacagl agiktir.
i¢in,

(%) esitsizligini kanitlamak

m(4)

A A 6
m(BMR) = m(LMA) = 90° - ==,

A
m(MBR) = 90° — ——~
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ve boylece

A
m(MRB) = 90° T—%C—)

A
oldugunu gézlemleyelim ve M BR iiggeninde
Siniis Teoremini uygulayip
cos(A/2)

|BR| = WWMI

A
elde edelim. Benzer gekilde, KBS iiggenin-
den

_ cos(C’/Z)IBI,I

_cos(C/2)
I1B5] = cos(A/2)

2
"~ cos(A/2) 1BM]

elde ederiz. Boylece
|BR||BS| = |BM?
olur. - BKI ii¢geni dik iiggen oldugundan

hipoteniis olan |BI|, dik kenar olan |BM|
’den biiyiiktiir. Sonug olarak

|BI|* > |BM|* = |BR||BS] .
Soru 6 ’'min Coézumu. Sozkonusu olan
fonksiyonlarin kiimesini K ile gosterelim. Bu
fonksiyonlardan herhangi biri f ve f(1) = ¢

olsun. Verilen kosulda t = 1 ve s = 1 alinarak
her s ¢ N igin

ve her ¢t ¢ N igin
Fet?) = (£(1))?

oldugu goriiliir. Bunlar ve verilen kosul kul-
lanilarak,

[FO)VF(8) = [f(5)]f (ct?)

= (" (f(et?))) = f(s*Pet?)
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= f(c(est)?) = [f(est)]?

esitlikleri elde edilir. Buradan, hers, ¢ ¢ N
igin f(cst) = f(s)f(t) ve 6zel olarak, f(cs) =
cf(s) elde edilir. Sonug olarak her s, t ¢ N
icin

cf(st) = f(s) £ (1) (1)

'dir.  Jimdi, her t ¢ N i¢in f(¢) ’nin ¢ ’ye
tam bolindiigini gosterecegiz. Verilen bir p
asal sayis1 igin p ’nin ¢ ’yi ve f(t) ’yi bolen en
biiytik kuvvetleri, sirasiyla, p* ve p? olsun.
Timevarim ve (1) kullanilarak, her k ¢ N
icin
P =

oldugu kolayca gorilebilir. p ’nin [f(¢)]F 'yt
bélen en biiyiik kuvveti p*#, ¢~ ’{ bélen en
biiyiik kuvveti ise p*~De *dir. Dolaysiyla,
her k € N igin, &8 > (k — 1)a ’dir. Buradan,
B > o« oldugu gorilir. Bu sonug her p asal
sayisi igin dogru oldugundan ¢ sayist f(¢) ’yi
tam boler. Bu nedenle, her ¢ ¢ N icin

9(t) = f(t)/c

alinirsa N ’den N ’ye yeni bir fonksiyon elde
edilir. f igin yukarida elde edilen esitlikler ¢
cinsinden ifade edilirse, her s, ¢t ¢ N icin

glc) = c,g(st) = g(s)g(t),g(g(s)) = s (2

4

St

egitlikleri elde edilir. ~ Gergekten “g(c)

f(e)/ec = cf(l)/c = c agk olup, g(st)

g(s)g(t) esitligi (1) e denktir ve g(g(s)) =
esitligi,

o

cg(g(s)) = g(c) g(g(s))

=9g(cg(s)) = 9(/(s))

f(f(s)) _ s

c C

=S
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islemleri ile goriilebilir. (2) kullamlarak her
s, t e N igin

9(t%g(s)) = g(t)g(9(s)) = slg(t)]*

oldugu, vani ¢ € K oldugu- goriiliir. Aynca,
¢ ‘nin aldigi degerler f 'nin kargilik gelen
degerlerinden biiylik olamaz. Dolayisiyla, K
‘nin tim f elemanlan ic¢in f(1998) ’in en
kiiciik degerini bulmak yerine N ’den N ’ye
{2) kosullarini saglayan g fonksiyonlar: igin
g{1998) ’in en kii¢lik degerini bulmak yeter-
lidir. Bu asamada en 6nemli adim, bu tiir her
g fonksiyonunun her asal sayiy: yine bir asal
saylya donistiirdligiini gbstermek olacaktir.
Gergekten, p bir asal say1 olsun ve a,b ¢ N
olmak iizere

g(p) = ab

oldugunu varsayalim. (2) ’den

p=g(9(p)) = g(ab) = g(a)g(b)

ve buradan ya g(a) = 1 yada g(b) = 1 olmasi
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gerekir. g(a) = 1 ise, g(g(a)) = a =1 ve
sonug olarak g(p) asaldir.

[stenilen en kiicik degeri bulmak icin, N
’den N ’ye, (2) ’yi saglayan bir g fonksiyonu
alalim. s, t ¢ N igin

9(s) = g(t) = s = g(g(s)) = g(a(t)) =t

olacagindan g bire-birdir ve farkli asal-
lar1 farkl asallara doéniigtiiriic. Dolayisiyla,
5(1998) = 9(2.3%.37) = g(2)[9(3)9(37) "nin
en kiiciik degeri, (9(2),9(3),9(37)) = (3,2,5)
olunca elde edilir. Demek ki, istenilen en
kiigiik deger 3.2%.5 = 120 ’den kiigiik olamaz,
N ’den N’ye g(1) = 1, g(2) = 3, ¢(3) =
2, ¢(37) = 5, ¢(5) = 37 ; {2,3,5,37}
kiimesi digindaki her asal i¢in g(p) = p ve asal
carpanlarina ayrilist n = py'py?...p2 olan her
n e N igin g(n) = g(p1)*1g(p2)** ... g(pr)*
ile tanimlanan g fonksiyonu (2) ’yi saglar ve
g(1998) = 120 ’dir. O halde, istenilen en
kii¢iik deger 120 ’dir.



