PROBLEMLER VE GOZUMLERI

Uyary: - Dergimize - ahstirma  problemlerinin
¢ozlimlerini degil, yalnizca yarigma problem-
lerinin ¢ozumlerini yollaymiz.

ALISTIRMA PROBLEMLERI

A.166. Rakamlar i¢inde hi¢ sifir bulunmayan ve
kendi rakamlar: toplamina bdliinen 100 basamakli
bir say:1 bulunuz.

A.167. Asal oldugu bilinen 2''%1% — 1 sayisinin
onluk say1 sistemindeki yaziliminda kag rakam

bulundugunu belirleyiniz.  (Ipucu: log;p2 =
0,30103....)
A.168. Asagidaki denklemin tiim gergel

¢ozlimlerini bulunuz:

V2E—14+vV2-2e=1

A.169. Diizlem tzerinde rasgele 1998 tane
nokta isaretlenmigtir. Bu noktalarin tam 1001
tanesini icinde bulunduran bir dairenin varhigini
kanitlaymiz.

A.170. Diizlem iizerinde rasgele 1998 tane nokta
isaretlenmigtir.  Diizlem tzerinde, bu nokta-
larin tam 1001 tanesini “saginda” bulunduran bir
dogrunun varoldugunu kamtlayimsz.

YARISMA PROBLEMLERI

Y.166. Herhangi bir 2k (k € N) cift sayist ve-
rilsin. Bu takdirde her m dogal sayisi igin, m
ile aralarinda asal olan ve farklari 2k ’ya esit
olan sonsuz goklukta dogal say: ikililerinin bu-
lundugunu gosteriniz. :

Y.167.

1. 1 . 1 . .
§§.sm az -+ 3-sin bz + g sio cx| > V1998 sin z|
esitsizligi her z € (0,1071%) igin saglanirsa, a? +
b2 4+ ¢ > 1998 olacagini kanitlayimniz.

Y.168. ABCD dortyiizlistinin gevrel kiresinin
merkezi O; BC, CA, AB kenarlarinin orta nok-
talart L, M, N.ve AB + BC = AD + CD,
BC+CA=BD+AD, CA+ AB=CD+BD

A A A
'dir. LOM=MON=NOL oldugunu ispat ediniz.
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Y.169. Uzayda 1998 tane nokta rasgele
igaretlenmigtir. Bu - noktalarin - tam = 1001
tanesini iginde bulunduran bir yuvann varhgm
kanitlayiniz.

Y.170. Uzayda 1998 * tane nokta rasgele
igaretlenmigtir. Bu noktalardan tam 1001
tanesini bir tarafinda bulunduran bir dizlemin
varhigini kanitlaymiz. '

COZUMLER

A.156. (Soru dergide eksik basilmug, dogrusu:)
0<a<1<b<2<e< 3 olmak lzere kenar
uzunluklari a, b, ¢ olan tiggenler iginde en biiyik
alana sahip olan liggenin alam kag olabilir?

Céziim. Iki kenar uzunlugu 0 < a<1,1<b<
2 esitsizliklerini saglayan licgenler iginde en biiyiik
alana sahip olami dik kenarlan 1 ve 2 olan dik
tiggendir. Bu liggenin tiglincii kenarnimn uzunlugu
¢ =+/5olup 2 < ¢ < 3 kogulunu saghyor. Bdylece
problemdeki sorunun yaniti 1 *dir.

A.157. 11111 ’den 99999 ’a kadar tiim bes
basamakh sayilar, her kart {izerinde birer say:
olmak iizere yazmlmig ve bu kartlar rasgele
(gelisiglizel). bigimde yanyana dizilmigtir. Bu
sekilde elde edilen 444445 basamakh sayinin 3 *iin
bir kuvveti olamayacagmi kanitlaymz.

Coziim. - Problemde gosterilen  gekilde olug-
turulan her saymin 11111 ile bdliinecegini (ve
dolayisiyla, 3 ’iin bir kuvveti olamayacagin)
gosterelim. ; :

105 = 9.11111 4+ 1 olmasimdan dolay, sozkonusu
444445 basamakh saymmn 11111 ’e boliinmesinden
elde edilen kalan, kartlar iizerinde yazilmig
tiim 5 basamakli sayilarin toplamimm 11111 e
boliinmesinden elde edilen kalana egit olacaktir:
Kartlar izerinde yazilmig tim sayilar toplaminin
(ki bu sayr HLLLE29999(105 — 1) e egittir) 11111
’e boliindiiglint kanitlamayi sizlere birakiyoruz.

A.158. (0, %) arahginda o ve § sayilan igin

sin? o + sin? 8 = sin(a + B)
esitligi saélaﬁmycrsa, a+p = 3%
gosteriniz.

oldugunu

Coziim. Problemin kogulundan

sin a(sin o — cos B) = sin B(cos a = sin f)
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oldugu gorulir: sine > cosf ve cosa > sinf
olamaz. Clinki aksi halde 1 > 1 geligkisi elde
edilir (sin®z + cos? z = 1 Szdesliginden). Benzer
sekilde. sin & < cos 8 ve cos & < sin f esitsizlikleri
de saglanamaz. « ve § 'nm (0,%) arahiginda
bulunduklarim da gdzoniine alirsak yalmz bir
segenek kalir: sina = cos § ve cos @ = sin §.

A.159. 2 V1988 4 9 V1998 5 9VI098+1 egitsizligini

ispatlayiniz.

Cozum. Aritmetik-geometrik - ortalamalar
esitsizligini ardarda uygularsak

13 4 - 1¥/1558+ Y1558
o W98 4 9 VT8 5 9 9 E
s 9 2(1998%,1998%) — 5 oYT898 _ o ¥1698+1
olur.

A.160. Tim kosegen ve kenar uzunluklan ras-
vonel sayilar olan konveks ABCD dortgeni ve-
riliyor. Kosegenlerin kesisim noktast O olmak
tizere, A0 dogru pargasinin uzunlugunun bir ras-
yonel say1 oldugunu kamtlayimsz.

A A A )
Coziim. ABC= « , ABD= a1, DBC= a3y ol-
sun. AOB ve BOC iiggenlerine “Siniis Teoremi”
ni nygularsak

A0 A0 BC AB _AB

sin oy

OC ~ AB OC BC ~ BC sinay

elde ederiz. AB ve BC, problemin varsayimina
gore, rasyonel olduklarindan, problemin iddiasini
kanitlamak ic¢in sinaj/sinay oraninin rasyonel
oldugunu gostermek yeter. “Kosiniis Teoremi”
'ni ve kenar uzunluklari ile kogegenlerin ras-
yonel olmasini kullanarak cos « , cos oy ve cos a
sayillarimin rasyonelligini gosterebiliriz (6rnegin,
%%4—2 vs.).  Ote yandan,
COS @ = COS (] COS &g — sin o1 sin &g formiliinden
sin oy sin oy sayisinin ve (sin az)? = 1 — (cos az)?
formiiliinden de (sina3)? sayismin rasyonel ol-
masi gikar. iki rasyonel sayinin orani da rasyonel
olacagindan

coso. . =

sin oy sinag- - sinaq

(sinaz)?  sinas
sayst da rasyonel olacaktir.
Y.156. n herhangi bir dogal say1 olmak tizere,

n,n+1, n+2,...,n+37, n+38
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dizisinde, takamlan toplami 11-ile bolinen bir
sayt bulundugunu gosteriniz.

Coziim. Verilen sayilarin ilk 20 ’si iginde son
rakami sifir olan ikisi vardir. Bu iki sayidan en az
birinde sifirdan bir 6nceki rakam 9 ’dan kiigiiktiir:
Bu sayiya K ve K ’'min rakamlan toplamina S
diyelim. Bu takdirde

K, K+1, K+2, ..., K+9, K+19

sayilar: verilen 39 sayinin iginde bulunacaktir ve
rakamlar: toplami, sirast ile, :

S, S+1, 542, ..., 5+9, 5§+10

olacaktir. Sonuncu 11 tane ardigik saymnin en az
birinin 11 ’e béliindigu agiktir.

(Cozenler: Celalettin Orhan, Alper Cay.)

Y.157. Konveks ABCD dortgeninin AB; BC,
CD ve DA kenarlarinin uzantilari tizerinde

BB = AB, CC =BC,

ﬁ:@, m:m

saglanacak bicimde B’, C’, D', A’ nokta-
lar1 alinmugtir. A’B’C’'D’ dortgeninin alaninin
ABCD dodrtgeninin alamimin 5 katy “oldugunu
kamtlayimz.

Coézum.

Sekilden,
IN A ; A
A(ABC) = A(CBB') = A(CB'C").

A A
Buradan, A(BB'C') = 2A(ABC) oldugu gikar.
Benzer gekilde,
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A A A
A(CC'D"y = 24(BCD) ; A(DD'A) =
: A A A
2A(CDA) ; A(AA'B') = 2A(DAB)

olur.  Elde edilen dort egitligi taraf tarafa
toplarsak,

A A AN A
A(BB'C')+A(CC'D')+A(DD'A')+A(AA'B')
A A
= 2[A(ABC) + A(BCD)
AN A A
+ A(CDA) + A(DAB)] = 4A(ABCD) = 4§

N
Boylece, A(A’B'C'D’') =4S + 5 = 58S.

(Cozenler: Bargs Buran, Selami Gingor, Umit
Arikan, Ozkan Koral, Cihan Altay, Cemal
0zbog“a, Temel Tagkin, Celalettin Orhan, Serkan
Albayrak, Cetin Kestk¢i, Murat Aygen, Hasan
Karabuyik.)

_ 1 1 1
Y.158. o = -\%‘i‘ 7;‘}' %—}-—l— m
sayisinin tam kisminm 1998 ile bolunmesinden
kalan nedir?

Céziun. Once her n dogal sayisi ve ~1 < 8 < 0
olan her § igin

£n+12ﬁ+1—np+1 g nﬁ+1_§n_1)ﬂ+1
RS} << FH1

(%)
esitsizliklerinin saglanacagini gosterelim.

0 < 8+1< 1 oldugundan, Bernoulli egitsizligi
kullanilarak

(1+l)ﬁ“<1+ﬂ—t—l~,
n n

1
(1*;)ﬁ+1<1_gi__.1.

oldugu goriilir ve bunlar n®*! ile carpilarak
(n+ 1) <nf* 4 (B4 1)n?
(n _ 1)ﬁ+1 < N (ﬁ+ l)nﬁ

elde edilir. Bu iki egitsizlikten (x) esitsizligi cikar.

Simdi (*) esitsizliginde 8 = —% ve siraile n =
4,5,...,1000000 konularak taraf tarafa toplanirsa
1000001%/3 — 42/3 o< 100000%/2 — 32/3
2/3 o 2/3

esitsizligi elde edilir. Diger yandan,

210000012/3 > i°’2-10000002/3 = %10000 = 15000
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ve
3 3 3 - 3 3 3 3 ‘
5\/T: ’\/EE<4, '2*\/§> 5\/8-‘—'3
esitliklerinden

15000 —4 < o < 15000~ 3

egitsizligi ve dolaymsiyla [a] = 14996 oldugu
gortiliir. 14996 *y1 1998 ile bolerek kalan bulmay:
okuyucularimiza birakiyoruz.

(Cézenler: Cemal Ozboga, Celalettin Orhan,
Ahmet Bozkurt.)

Y.159. Alfa burcunun 1001 gezegenden ibaret
bir gezegenler sisteminin her gezegeninde bir as-
tronom, kendi gezegenine en yakin olan geze-
geni gozlemektedir.  (Gezegenler birbirinden
farkh uzakliktalar.) Astronomlarin hi¢ birinin
gozlemedigi bir gezegenin varhgini kanitlayiniz.

Coztim. Genel halde, 2n + 1 tane gezegen
oldugu durumu ele alalim ve problemin hipotezini
tiimevarimla ispatlayalim.

n = 1 igin iddianin dogru oldugunu gdrmek
zor degildir. ' n = k igin iddiamn dogrulugunu
varsayarak n = k + 1 i¢in ispatlayalim. Bunun
igin 2(k +1) + 1 = 2k + 3 gezegen iginde bir-
birine en yakin olan iki gezegeni ele alalim. Bu
gezegenlerdeki astronomlar biri digerinin geze-
genini gozleyecektir. Bundan dolay1 bu iki geze-
geni gozard: edebiliriz. Geriye kalan 2k + 1 tane
gezegen icinde bir tanesinin hig¢ kimse tarafindan
gozlenmedigi ise timevarim varsayinudar.

Y.160. Alani S ve gevre uzunlugu P olan kon-
veks dortgenin igine, yarigapi % olan bir daireyi
(digariya tagmaksizin) yerlestirmek miimkiindiir;
kanmitlaymniz.

Cozum. Problemi, alan1 S ve gevre uzunlugu P
olan herhangi konveks n-gen igin ¢ozelim.

Cokgenin kenar wzunluklan ey, ag, ..., ap
olsun.  Sarta gore, a; + a3 + ... + a, =
P dir. Alami S ve taban uzunlugu P olan
dikdortgen diiginelim. Onun yiiksekligi % ola-
caktir. Simdi, bu dikddrtgeni, taban uzunjuk-
lart a1, a3, ..., a, olan n tane dikddrtgene
pargalayahm. Elde edecegimiz her bir kiigiik
dikdortgeni, taban cokgenin uygun kenari ile
cakigmak iizere gokgenin icine yerlegtirelim. Bu
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genlerin  bazmlan  birbiriyle kesigecektir  hig bir dikdértgen tarafindan ortiilmeyen nok-
a bazilarinin bir kismi gokgenin disina talar bulunacaktir. Iste, bu ncktalarin her biri
tir. Dikdortgenlerin alan toplamlan ¢ok- problemin iddiasini saglayan % yaricapli dairenin
alanina esgit oldugundan, ¢okgen lizerinde  merkezi olarak alimabilir.

o

OKURLARIMIZDAN PROBLEMLER

arimizdan gelen iki ilging problemi sizlerle paylagmak istiyoruz. Saniriz bunlan ¢ozmeye deger

Yukarda goriilen sekil i¢in

o
a |~
+ |+
L= B¢ Y
| e

< &s

oldugunu kanitlaymz. -

(B) Hasan Kartal - Zeytinburnu/ISTANBUL

E

Bu ABC D paralelkenaririda [ DC] kenari lizerinde bir E noktast ve [BC] kenar iizerinde bir F' noktas:
alalim. Bu durumda A
Alan(AEF) 1 |DE|.|BF|
Alan(ABCD) ~ 2 |DC|.|BC|

oldugunu kanitlaymiz.




