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Claudius Ptolemy (M. S. 150 civarinda),
Misir’da yagamig bir astronom ve mate-
matikcidir. “Great Collection” adl eserinde;
astronomi ile ilgili, ustalikla hazirlanmis or-
jinal hesap tablolari, Mezopotamyali ast-
ronomlardan yagadigi zamana ulagmig bil-
giler, trigonometri, cesitli agilarin gdrdiigi
kiriglerin o6lgiileriyle ilgili- tablolar, kiiresel
trigonometri ile ilgili baslangic sayilabilecek
bilgiler ve geometri teoremleri yer -alir.
(Bu eser, Tabit Bin Kurra (826-901)
tarafindan “Almagest” adi altinda Arapga
'ya, ¢evrilmistir, ceviride Ptolemy adi, Bat-
lamyus olarak gecer). Eserin bir kisminda,
koseleri bir ¢emberin noktalar olan bir dig
biikey (konveks) dortgenin, yani bir “kirigler
dortgeni” ’'nin kenar ve kdgegen uzunluklan
arasinda ¢ok sade bir bagmtinin bulundugu
iddia ve ispat edilmektedir. Iddia ve ispat,
Ptolemy ’ye aittir.

Ptolemy'nin verdigi ispatin diginda, za-
man ic¢inde bu teoremin degisik ispatiar
yapilmigtir. Bu yazida teoremin dért farkh
ispatini sunacagiz. Ozden uzaklagsmamak
kaydivla, baz1 durumlarda ifadelerin uzama-
masi i¢in kenar uzunlugu, kdsegen uzunlugu
yerine, sadece kenar, késgegen diyebilecek,

A
|AB| yerine AB, m(A) yerine ?1: @, -+ ya-
zabilecegiz.

Teorem (Ptolemy). Bir kirigler dértgenin-
de; kargihkli  kenarlarin  carpimlarinin
toplami, kdgegenlerin carpimina esittir.

ispat. Kenar ve kosegenleri sirasiyla
AB=uqa, BC=b,CD=c¢, DA=d ve

AC = e,
ABCD bir kirigler dortgeni ise,

BD = f ile gosterilmek iizere

a.c+b.d=e.f

oldugunu ispatlayacagiz.

Sekil. 1
DC’ yayml goren gevre agilar olduklarmdan

DAC’ DBC’ "dir. ADB>BDC’ kabul edi-

lerek; AC' iizerinde, ADE BDC' saglanacak
bicimde alinan F noktasi icin  (Sekil. 1)
(A.A) benzerlik teoremi geregince,

JA A
ADE ~BDC

olur ve buradan,

AE _ AD
BC ~ BD

ya da
48 = ¢ (1)

elde edilir..
DA yayini goren gevre acilar olduklarindan
A A

DCA=DBA ve FE noktasinin segilisinden

A A
dolay1 da, ADB=FEDC ’dir. (A.A) benzer-
lik teoremi geregince,

A A
ADB~EDC
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olur ve buradan da, esitliklerini saglanacak bigimde alinan E nok-
tast i¢in, (Sekil 2.) (A.A) benzerlik teoremi
AB DB A A
EC - DC geregince, DAE~DBC olur ve buradan,
DA AE DE. d _ AE (3)
yada : ) DB = BC = DC f b
_f 9 elde edilir. Diger taraftan
E'C c ( )
elde edilir. (1) ve (2) ’den, La = BE ve ADB=EDC oldugundan

(K. A. K) benzerlik teoremi geregince,
A A

bit+ac =fAE+fEC ADB~FEDC ’dir. Buradan da

= JAE+ EC); DB _ AB. [ _ .a_ (4)
5 y DC Cr c c
A, E, C dogrusal noktalar oldugundan elde edilir. (3) ve (4) ten

AE + EC = AC ve dolaysiyla,

) ; a.c+b.d=(AE+EC).f
.d+a.c=7f.e .

ve “verilen” ’den dolay1 da
va da

a.c+b.d=e.f a.c+b.d=e.f

elde edilir 'dir.  Dolayisiyla, AE + EC = AC olur,
o yam E noktasa AC {izerindedir. Bu nedenle,

(Karsit) Teorem. Bir dig biikey (konveks) DAC DBC’ olur. DC dogru pargasini goren
dortgende; karsihikli- kenarlarin carpimlarinin  es agilarin kogeleri olduklar: i¢in de A, B nok-
toplami, kosegenlerin garpimina esit ise, bu talart D ve C ’den gegen bir g¢ember yayi

dortgen bir kirigler dértgenidir. iizerinde bulunur. Oyleyse, ac + bd = ef
. bagmtisini saglayan bir dig biikey dértgen,
Ispat. kirigler doértgenidir.

II. ispat.

Sekil. 2 ‘

ABCD dortgeninde, ac + bd = ef ’dir.
Bu bagintiy1 saglayan bir dortgenin kirigler
dortgeni olmadlglnl kabul edehm Bu D1§ bukey bir ABCD dortgem

duruinda, ADE BDC’ ve DAE DBC ABF

Sekil. 8

ahmp
NADC’ olacak bi¢imde ABF icgeni



cizildiginde (Sekil.3)

AF _ AB _ BF
AC — AD  DC

ya da
AP _a_BF
e d ¢
olur. Buradan,
AF = %3% ve BF = %3¢ (IL.1)

A A
elde edilir. Diger taraftan, FAC=BAD ve

4F = 42 oldugundan (K. A. K) benzerlik
N N

teoremi geregince FAC~BAD olur, buradan

da

%% ve dolayisiyla FC = e_dl (I1. 2)

toi*zj
V8!
[l

A
elde edilir. Béylece, FBC iiggeninde,
BF =43¢ BC =Y FC =2
e, b.d e.

(IL. 3)

vani kenarlarin o . f ile orantili

. N
oldugu anlagilir. Uggen esitsizliginden, F BC
iggeninde

FC < FB+ BC

"dir. (I 3) ’teki degerler yerlerine

vazildiginda,
e.f<a.c+b.d

elde edilir. e. f=a.c+b.d olmas: igin F,
B, C noktalarinin dogrusal (FB+BC = FC)
olmasi gerekir ve yeter. Bu noktalar dogrusal
ise,

A A A A
FBA+ ABC=180°=ADC + ABC

olur ki bu, ABCD dortgeninin bir kirigler
dortgeni olmasini ve

A A A A
FBA + ABC=ADC + ABC=180°,

yani, ABCD bir kirigler dértgeni ise, F, B,
C dogrusal noktalar olur ki bu da a . ¢+
b.d=e . f olmasint gerektirir. (Bu ispatta
teoreniin kendisini ve karsitini gériiyoruz.)
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IIL. Ispat.

B

.

Sekil.4
a, b, ¢, d kenar uzunluklar, e ve fkde
kogegen uzunluklari olmak iizere bir kirigler

A
dortgeninde DAB= « ise, kosinilis teore-
minden, (Sekil.4)

fP=da?>+d*—2adcosa (1L 1)
ve
f2 =02+ %+ 2bccos o (IT1. 2)
elde edilir. (II1.1) ve (IIL. 2) sirasiyla bc ve
ad ile arpilip taraf tarafa toplandiginda
(ad +bc)f2 = (a? + d?)bc+ (b* + c?)ad
= (ab + cd)(ac+ bd)

ve buradan :

F? = 245 (ac+ bd), (111.3)
benzer bigimde de,

e? = 4 (ac+ bd) (I11.4)
bulunur. (II1.3) ve (IIL.4) esitlikleri taraf
tarafa carpildiginda,

e.f=a.c+b.d (111.5)
ve (I11.4) ile (II1.3) esitlikleri taraf tarafa
béliindigiinde, ‘

— ad+tbe

=9 (111.6)
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elde edilir.

Bir bagka ispat, Simson . dogrusundan
yararlanarak yapilmistir:

(“ABC bir iiggen; P bu iggenin gevrel
cemberi iizerinde bir nokta olmak iizere
P noktasindan sirasiyla BC, CA ve AB
dogrularina indirilen dikmelerin ayaklari D,
E ve F ise, bu ii¢ nokta dogrusaldir.” id-
diasindaki D, FE, F noktalarinin Uzerinde
bulunduklar: dogruya Simson dogrusu denir.
Bu iddianin bir ispati:

BDPF, BCPA, DCPE ve AEPF
dértgenlerinin her biri bir kirigler dértgenidir.
Dolaysiyla,

Sekil. 5

AN N A
FPD= 180°-—  B=APC ’dir.
APF=DPC elde edil. DEC= DPC=
APF= AFEF esitlikleri D, E, F 'nin dogrusal
noktalar oldugunu gdsterir.)

Buradan

IV. Ispat. Sekil.5 *teki ABC iicgeninin ke-
narlar a, b, ¢ ve ¢cemberin yaricapt R olmak
iizere. gekilden

FE=AP. simA=AP. &  (IV.1)
ED=CP.sinC=CP. % (IV.2)
DF = BP. sinB= BP. 3 (IV.3)

bulunur. D, E, F noktalart dogrusal
oldugundan, D = FE + ED ’dir.

ot

(IV.1), (IV.2), (IV.3) ve bu esitlikten
a.AP+c.CP=0b.BP

elde edilir. Bu esitlikteki a, CP, AP, ¢ ve
AC, BP; ABCP Kkirigler dértgeninin kenar
ve kogegen uzunluklandir.

ABC D kirigler dortgeninde, a = cveb=d
ise, bu durumda e = f olacagindan

e? = a® + b* (Pisagor bagintisi)
elde edilir.

Ptolemy teoreminin sadeligine uygun, il-
gilenip zevk almamz dilegiyle ii¢ tane prob-
lem sunuyoruz:

(1) ABCD bir kare; F', G ve E sirasiyla AB,
AC ve AD dogru pargalannin bir i¢ noktast
olmak iizere (EAF) ¢emberi G noktasindan
geciyorsa,

AF + AE =2 . AG
oldugunu ispatlayiniz.

(2) ABC bir egkenar iiggen ve D noktasi
bu {iggenin ¢evrel ¢emberinin BC' (kiigiik)
yvaymin bir i¢ noktasi ise,

DA= DB+ DC
oldugunu ispatlayiniz.

(3) Ikinci soruda verilenler aymi kalmak iizere
AD dogrusu BC kenarini E noktasinda kesiy-

0T8a,
1 1 1

| DE DB ' DC
oldugunu ispatlayiniz.

Bu yazi cesitli geometri ve matematik tari-
hi kitaplari kaynak alinarak hazirlanmigtir.



