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1. Giris

Hepinizin bildigi gibi

n=l

harmonik serisi 1raksaktir. Bu serinin terimlerinin isaretleri degigtirilerek elde edilen
o0
1 1 1
n 2 3
n=1

serisi ise yakinsaktir. Kuskusuz igaret degistirme iglemini pek cok degisik sekilde yapabiliriz. Bu
yazumzda harmonik seriden isaret degistirme iglemleri sonucu elde edilen bir takim serilerin yakinsakh:
incelenecektir. En genel olarak degistirme islerni agagidaki gibi ifade edilebilir:

Pozitif tamsayilardan olusan bir {k,} dizisi i¢in

Ky = O,

Ky = ki+ko+- +ky (her n>1icin)
olarak tanumlayalim, ; .
: 1 1 1 1 1 1 .
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By pozitwi’f terim ke negatif terim ks pozitif terim

koyalim. (1) serisi hangi kosullar altinda yakisak olur? Bu yazmmizda

R,
lim =L
n=300 Rn

ot

Cs -9 - -
ve n> N Igin K> Ky Ragd

oluyorsa, (1) serisinin yakinsak oldugunu gosterecek ve buna iligkin érnekler verecegiz. Bunu kanitlamak
amaciyla bir takim yardirner teoremlere gerek duyacagiz.

Teorem 1.1, 0 <z igin

i Shl+2) <3+ 3) (2)

GaT

‘iypat flz)=In{1+2) = T, koyalim.

gy 1 - 1 _ z
f(x)—1+£ (1+m)3_(1+w)220

r. O halde f azalan degildir. £(0) = 0 oldugundan her z > 0'igin f(z) > 0 olur. Benzer

1 &
g(z) = —2-(31 -+ m) - In(1+ )



koyalim.
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— 1 —} — = - > 0
2( i (1+£)2) I4+2  2(142)? —

bulunur. O halde g azalan degildir. g(0) = 0 oldugundan her # > 0 icin g(2) > 0 olur. O

g'(z) =

Hy = 0,
H, = J+‘l+ +1 {her n > 1 igin )
n ol —_— e — ier 3 ] O

2 n - s

koyahm.

Teorem 1.2. n, m pozitif tamsayilar ve m < n ise,

O:\In;;{——(!fn HM)SQ(HL n

"dir.

Ispat. k bir pozitif bir tamsayi olmalk lizere (2) de z = L kovarak
P ¥ ) &

1 1.1 1
— <In(k+1) = Ink < (=4 ——
k+1_n( +1) 11&_2(k+k+1)
elde edilir. Buradan
0 <k +1) = luk — (Higr = Hy) < (2 = —0)
= TR A S S TR
bulunur. Bu esitsizligi & = m.den k = n — 1 *e kadar toplayarak
0<In o (Hy = M) < 5 (=~ 4
m T 2'm n

bulunur.

2. Temel Sonuclar

o0 o0 oo .
3¢y, serisi pozitif terimli yakinsak bir seri olsun. S, ve S by serileri verilsin: N pozitif bir
n=1 n=I1 n=1

X
tamsay1 olduguna gore her n > N igin |a, — b,| < ¢, oluyorsa 3 a, ’nin yakinsak olmast icin gerek
n=l
oG
ve yeter kogulun 3 b, serisinin yakinsak olmasi oldugu kolayca goriilir.
n=1
{kn} dizisi pozitif tamsayilardan olugan bir dizi olup {K,} dizisi tamsayilardan olugan monoton

artan bir dizidir. O halde Igrx K, = oo olur. O halde
k23 o0
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n=1]



si pozitif terimli yakmsak bir seridir.

oG
Teorem 2.1, Y (~1)""MHg, — Hg,_,) serisinin yakinsak olmas: icin gerek ve yeter kosul
n=1

[xe}

Z(ml)n——t In Hn’H
n=1 Aﬂ
serisinin yakmsak olmasidir.
ispat.
o0 fee] .
D=0 Hg, = Hi,o) = Hiey = 3 (=1 (Hioy, — Hr,)
n=1 n=1

‘dir. {d, } ve {b,} dizilerini n > 1 igin

Uy = ('--1)"*1(}1’}(,%‘, - HK"”) ve by, = (*1)”‘—1 In M

R
olarak tanimlayalim. Teorem 1.2 ’den dolayi n > 1 igin
CKog1 i
Ian - bn} =i K. - (HKn—H - HK,.) (I&n m

dir. O halde Z ay, serisinin yakinsak olmasi igin gerek ve yeter kosul ): b,, serisinin yakinsak
n=1 n=1
olmasicdir. O

Simdi girigte iddia edilen ana teoremi kanitlayabiliriz. Once suna dikkat edelim: Sk, (1) serisinin
K, kismi toplamini gostermek tizere, 1 < n igin

Sk, = (Hg, —Hi,)— (Hg, —Hg,)+ -+ (=1)"""{Hx, — Hi,_,)
s
= Y (V"N Hk, = Hr,.)
nel

'dir.

Teorem 2.2. (a) (1} serisi yakinsak ise, lim f%%il =1 dir..
(b) hm 7 = 1 ve N pozitif bir tamsam olduguna gore her n > N igin K2 > K, 1 Kypq ise,

(1) serisi yakmsakmr.

> . y P ey . . . « et s«
Ispat. {a,} ve {b,} dizilerini Teorem 2.1. *deki gibi tamumlayalim. (1) serisi yakinsak ise, 3~ &, serisi
n=1

de yakinsak olacagmdan lim b, = lim §n(%§+ﬁ) =10 'dir. Buradan lim K};i“ = 1 oldugu goriiliir.
N=h OO =300 n . [ e i

gimdi 73&&%}? = 1 ve N pozitif bir tamsay1 olduguna gdre her n > N icin K2 > Ky Kpgt
X3
5 1y, Kn . L . .
oldugunu varsayalim. Bu durumda 3 (=1)""'In =32 serisi alterne seri testi nedeniyle yakinsak
n=l "

olur. Boylece K tamsayisin > N igin K, < K < K,41 ise,

, 1 1
Sk — . - g
ISk S”K,J it TR Hyx — Hg,

K, +1

< b’_{(ﬂ+ H;\n<in 1%
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olup Teorem 2.1 *den (1) serisinin de yakinsak oldugu goriiliir. 0

3. Uygulamalar

Uygulamalara gecmeden énce bir tanimverelim: P katsayilan gergel sayilar olan bir polinom olduguna
gore deg(F) ile P "nin derecesini ve [d(P) ile P "nin en bilyiik dereceli teriminin katsaywsin gosterelim.

Teorem 3.1. P katsayilar gergel sayilar ve derecesi & > 1 olan herhan gi bir polinom ve
Aple) = P(z)? = Pz + 1)P(z — 1)

ise,
deg(Ap) = 2k =2 ve 1d(Ap) = k(ld(P))?

"dir.
ispat. Teoremi tiimevarim kullanarak kanitlayvalim.
k=1: Bu durumda P = Az + C seklindedir. O halde
Ap(@) = P(z)* - (P(x) = A)(P(s) + A) = A°

olur. Béylece teoremin k = 1 igin dogru oldugu goriiliir.

k> 1: Teorem derecesi < k olan biitiin polinomlar igin dogru olsun. Derecesi k¥ > 1 olan bir P
polinomu verilsin. @ derecesi £—1 olan bir polinom ve €' bir gercel say1 olmak iizere P(2) = 2Q(e)+C
seklindedir. Ayrica ld(P) = A ise, Id(Q) = A *du. G = Qz), E=Q+1), F=Q(z—1) ve

L=202G-Cle+1)E~Cla~1)F
koyalim. Dikkat edilecek olursa, L derecesi en fazla k olan bir polinomdur.

Ap(z) = (@EG+CY —((z+1)E+C)((z ~1)F +C)
= G~ (@ - )EF+1L
= (G~ EBF)+EF+1L
= 2’Ap(@)+EF+ L.
EF "nin derecest 2k — 2 ve ld(EF) = A? 'dir. Tiimevarim varsayimi gerefince

deg(e?Ag) = 2k 2 ve ld(z*Ag) = (k — 1)A?

‘dir. O halde
deg(Ap) =2k —2 ve ld(Ap) = (k—1)A* + A% = h A2

olur. O

Teorem 3.2. P ve Q katsayilan gergel sayilar olan polinomlar, deg(P) = k ve deg(Q) = s olsun.
k> 1ves <2k~—2ise, bir pozitif N tamsayist igin n > N ise Ap(n) > Qn) “dir.

Ispat. A = ld(P) ve L(z) = Ap(z) — Q(z) ise, s < 2k — 2 oldugundan L polinomu derecesi 2k —2
olan L(z) = kA%2* =2 4 ... seklinde bir polinomdur. O halde

n}gnm L{n)= oo
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olup, bir pozitif N tamsaywsi igin n 2 N ise, Ap(n) > Q(n) 'dir.

Ornek 1. k, =20 ise, K, = 2(2" — 1) *dir. Dolaysiyla

olup (1} yakinsak degildir.

Ornek 2. P katsayilan tamsayilar ve deg(P) = & > 2 olan bir polinom olsun. P 'nin n > 1
icin monoton arttigini ve 0 < P(1) oldugunu varsayahm. O zaman L = P(1) olduZuna gbre [L, oc]
araliginda tanmmlt P "nin ters fonksiyonu ¢ yine monoton artandir.

PORY
=

Eﬁi\ (_12(9(")3
n

n=~L
serisini ele alalim. r = [g(n}] 1se
r<g(n) <r+1

olup P monoton arttigindan

P(r)y<n<Plr+1)
elde edilir. Simdi .
; kr = Plr+1)=P(r)>0
dizisini ele alalim: Bu diziye karsihk gelen (1) serisi ile (3) serisi aym serilerdir.

I{n = k1+k2++ku

P(2)= P(1)+ P(3) = P(2) + -+ P(n+1) — Pn)
Pln+1) - P(1)

If

il

olur. Boylece Teorem 3.2 'de Q(z) = —P(1)(P{z) + P(z +2) ~ 2P(z + 1)) + P(1)* almacak olursa,
deg(Q) < k—1 <« 2k~ 2 olup

(P(n+1) = P(1))* = (P(n) = P())(P(n+2) = P(1))

Ap(n+ 1)+ P)(Pn)+ Pn+2)—-2P(n+1))

t

K? = K1 Knyr

i

oldugu goriiliir. Ayrica

1{71«#1 ~ hin P{H‘*ﬁ'l}* P(l) -1
nooa I, n=oe  P(n)— P(1)

"dir. Dolayisiyla (3) serist yakisaktir.

Ornek 3. p > 2 bir pozitif tamsay1 ise, Ornek 2 ’de, P(z) = 2% ahnirsa g(z) = ¢z olur. O halde
o0 _ {W L.
S T serisi yakimsaktir.,

izl
Ornek 4. @ katsayilan tamsayilar olan bir polinom olsun. Her pozitif n tamsayist icin Q@(n) ‘nin bir

pozitif tamsay: oldugunu varsayalim. k, = @(n) alinarak elde edilen (1) serisi yakimnsaktir. Ciinkii @
polinomu k. dereceden bir polinom ise, derecesi &+ 1 > 1 olan bir P polinomu igin

P(n) = ZQ(i) = Kn
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olur. Teorem 3.1. 'den dolayr K2 — K, 1Ky pq = Ap(n) = 0've

[i’u.*_} lim [’J(?l -+ 1)

nl—lglc [ = n—00 P(n)- =1
dir. Ornegin Q(z) = 2 ve ky, = Q(n) almarak elde edilen
1 11 ‘ l 1 il 1
1 273 T i's
N N s

1 pozitif teritn 2 negatif terim 3 pozimftenm

serist yakinsaktir.

Ornek 5. n > 1 igin o
ky = 4, kan =3, k2n+1 =1

koyalim. Buradan
Koper =4n ve Kop =4n 43

elde edilir. lim o}%%—'fi = 1 oldugu agiktir.

s OO

2m » ) - -
Z(-&)”fl In 5—’3—& = In T-— —In L] + .-+ 1n {\Bm —In f\z'm+1

n=1 rn Y1 K Rymey Kom
[x;z K2
= In B | e L
K1 K3 Kom—182m11
ne1 Kﬂn— 1 »KZM«H
*dir
K2 . (@n+3)%  16n®+24n+9
Kono1Kongr  16n(n+1)  16n(n+1)
16n2 + 161 -+ &n 1
—_— > 14+ —
16n{n+1) 2n+1)
dir. Teorem 1.1. *den dolayi a = ;;(%H—) icin
— f( I -1 I{O,H.l et 2?1 +3
olup
2 n 1 In Aﬂ+1
ﬂ

n=1

.. L I K e g
serisi rraksaktir. O halde (1) serisinin yakinsak olmasi igin lim %—ﬁ =1 olmas1 yeterli degildir.
: T+ 0O i



