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COLLATZ PROBLEMI
Cem Tezer
ODTU, Matematik Boliimi, (}{J 31-ANKARA

Bu yazimda heredeyse 60 vildan beri coziilerneyen bir problemi tantiak istiyorum.

Sunug vazilarinda, baz flmlerin kilgik cocuklar veya kalp hastahfi olen yetighinler tarafindan
seyredilmesinin mahsurly, hatta tehlikell oldugunu isaret eden tkazlar bulunur. Boylest ikazlarm asla
bir tesiri olmadiZing, hatta mevzubahis nesneyi bilakis cazip kildigin bilmeme ragmen, ismi saygdeger
bir matematikeive ! izafe edilmis haliyle eldeki yazmn bashZim tegkil eden bu problemin hakiki bir
bela oldugunu-en bactan balirvtmeyi de vicdan borcw addederin: :

Collatz Problemi, 3n 4 I Problemi, Syracuse Algoritmasi gibi rouhtelif namlar altmda }ez\:xmmu
dolagan bu probleny kendisirie u}mgtmh:hgmda} P. Erdds giintimiizdeki matematifin boyle problemler
cdzmneye hazt olmadi@imt beyan etroiy, S, Kakutani’nin 60 1 yillann bagmnda bu. problemi getirip,
tantmasiyla bitlikie Yale Universitesi matematik boliimiinde bitiin aragtirmalar bir ay boyuuca
kestlmis, hatta sofuk savag yillarmm o vehim dolu ikliminde mizak ehli baz aldiewveller bu problemin,
demokrasinin kalesi Arierika Sn!egzk Devietleri'ndeki-ilmi hay;a;i akast eden bir aml oyun oldugunu
iddia etraiglerdir!

Bu fisunkar lwiaum ne <>i<iu§,a imausunda okuyu«:uimnm ciaixa a meraklandirmadan sxafﬁe&e

geleyim: v
Herhangi bir tabil sayi; vani 1,2,3, ... v. b, gibi kesin artz bir tamsayy slinsin: Sayr ¢iftse tldye
bolinsiin, tekse iig katinin bir fazlasinin yarist ahnsm. Hangi tabii sayiyla baglanrsa baglansin, bu
iglemn tekrarlanarak nm}ix akkal 1 ’e ulagilacaktir: Dogru mu, yanhg mi? :

Bir 6rnekle &g}id ayayun: Ele alman tabii say1 18 olsun. Bu sav: ¢ift oldugundan, jmt*zsx ’ximxr ve'd
elde edilir. Bu ise birtek sayrolup, lic katinin bir fazlasmip yanist ahnur, yani (3x8-+1)/2 = 14 bulunur.
Bu gene ¢ift olup, bunun da yans: alinarak 14/2 = 7 gkanby. Dékimiin devamm okuyncunun -
yoklamasina birakalun :

183 9 — 14 =3 7 3 11 — 17 @25 — 13— 20 —
10—+ 5 — 8 —s 4 »m»f-:z»-;.«-umﬂ—-u_a
{i}kﬁvtzmmmx mi\iammm yaparak miurm ya,kmdm ifmzmasz maksadw}& iki Srnek éa}m SUIAYIN
'i,S — 23— 35 —3 53— SUW«} 40 7«-} 20—t 10

5oy By 4oy 23 [1] o 2 1 =3 2

37 =5 66— 33— 50— 25—+ 38 — 19—+ 20—
A4 392 b 11 ooy 17 oy D6 oy 13 = 20 oy 10—
5%8%4@‘?%}.‘—“}2«;3 iy P

Yukardaki &rnekler, hangl tabil sayidan baglanirsa i:yagiamm 1 ’e-donitlecegini dn&m&dummn
Yapilan bmiercaebﬁgznagm denemesi bu tahrini teyid etmekte. * Tabii ne kadar geniy ¢aph olursa
- olsun hig bir bilgisayar denemesi bir ispat teskil edernen:

Lothar Collatz {D@gum yil 1?31{3) : :

*Bu ysmbmmm bilgisayar deneimelerine ¢ok tniisait- oidugunu sivlemeye gerek yok. lsteyen okuyucuya,

* kendi ihtivacun icin FORTRAN diliyle hamvladigim kisa bir program génderebilivim, MATHEMATICA gibi
yitksek sevivel vaziim kullansarla i }z;m dahia kuvveth degilse brla, gok'daha rahat yaidwamizmn var aidugunu

tahmin edevim. . :
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Bazen 1 in ortaya gikmas igin gok beklemek gerekebilir: Mesela 27 vle baglandifiy takdirde 1 e
ulagmak igin 70 adim gerekiyor!

Asafy yukart 1940 dan beri yiizlerce matematikeinin el athifi bu problem hakkinda biitiin kay-
naklan vermeye kallagmal tabil ki alal igi olmaz. Sahayi bu vaznida verileceklerin Stesinde tatmal
isteyen okuyucu umurni ve rahat bir baglangicr [3] le yapabilir. Negeli bir gesitieme igin [4] 4 tavsive
ederim. Asil problemin géi?iimii voniinde bir katks getivmenmekle birlikte sahanmn dinamik sistemnlerle
temasim esas alan, ¢ok yeni bir kaynak olarak da [6 } ‘dan bahsedebilirim.

Ben {gﬂw eksiksiz veya yetkin olmak iddiasindan tamamen beri) incelemelerim zzz«iim@mdes sldela
problemin ¢Oziimil dogrultusunda en esash adimn C. J. Everett’e {[1]) ait bir teorem oldufu kauna-
tine vardim. Yazinun gayesi de bu teoremi sunmak elacal. Bu vanda temas edilmemelde birlikte,
meraklisinin muhakkak incelemesi gerektiSine inandifim diger bir teorern de Cek matematikeiles 1
Korec ve §. Znam’a ait ([2]). ‘

Soylediklerimi matematik diline aktarmak icin gosterimlerimi tesbit ederek baslamak istivorum:
Tamsayilar kiimesi % ile, tabii sayilar, yani kesin arti tamsayilar kimesi de N ile gfsterilsin, 2
lizerinde devirli aritmetik yaparken herhangi ¢,b € @ ve nw & 2 ~ {0} verildiginde, ¢ ~ b nin »n ve
boliindiigini gostermek fzere ¢ = b (n) yaulsin, Mesela, bu suretle » € Z ‘nin gift, y € Z "nin de
tek oldugunu belirtnek igin 2 =0 (2}, y=1 (2) ;;az:xmk;kaﬁchz.

A B, C kimelerive f 1 A —s B, g+ B —+ ¢ donisiimlerd géziiuiim shndifinda ¢ oin f ye
{siraya dilkkat 1) déniiglimee eklenmesini go f 1 4 —= Cile gisterelim. Yani, herhangi bir 2 € A icin-
go flz) = g{f{z)) olsun. Bir D kiimnesi ve [J yi gene kendisine gnderen bir b D —s D dontiglimi
ve bir n € N verildiginde de, A nin kendi kendisine doniigiimee n defa eklenmesini 2™ 2 D 3 D Hle
gosterelim. Busuretle A = h, A = ho b, A" = ho A" = W' o b ve en agik seklivle de

W =hohoho-—-oh (n {ef‘x}

olacaktir. Bunlatm r:};s\,mda A% daima birim dami’;mms gdstersin, Yani her 7 € D igin, A%(z) = 2
olsun.
1%L dénﬁgfimii

n=0 (2) ise ] o /2
pln) = _ ;
n=1 {2) ise » {3n 4 1372

geklinde tarif edilsin. :
Okuyucunin da kolaylkla 3 mklwdbxiocem iizere, w dontiglind sadece bir denklem kollamiarak

k 1]
=y )

{2n+ 1)
olarak da tarif e{iﬁebi}tr

Bu doniigiim, elbette yazimm ba.:;m(ia gundehk (h def ta;avir emgim iglemden bagka bir sey olmayip,
bu yanda Collatz déndsdmil olavak anlacaki.

TAHMIN A :HarneNi icin, ¢*(n) = 1 olacak sekilde bir- k € N vardar, ;

Collatz problemd ve emsall adlar altinda tanian ve bugiing yani ortayva atibmasindan vaklagik
60 il sonra hala ¢bziimii bilinmeyen problem, ya TAHMIN A 1 ispat etmek veya yanls oldugunu
gosterecek bir misal bulmak problemidir. ‘

Bu noktada okuyucunun dikkatini griiniigte daba zayif bir tahmine gekmek istiyorum:
TAHMIN B : n > 2 seklindeki her n € N icin, @ (n) < nolacak sekilde bir k € N vardir,

Tahmin @dllebxlscegl lizere, goriinily aldatici. Dikkatle balahnca, TAHMIN A ve TAHMIN B nin
birbirine tamamen denk iki Snerme oldugu goriilebilic: TAHMIN A dogruysa, TAHMIN B nin de
dofru olacaf agikardir. - Bir de TAHMIN B nin dogru oldugu varsayilsin ve herhangi bir n € N
almsm. TAHMIN B ye gore, ¢*(n) < n olacak ;ekxlde bir k& &€ W bulunabiliv. Aym yolla, bu sefer de
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TAHMIN B yi n; = ¢*{n) ye uygulayarak PR (n) = ¥ (ny) < ny < n olacak sekilde bir ky £ N
bulunabilir. Gene ny = "% (n) igin ayni iglemn tekrarlanarak @551+ () = ¥ (ny) < ng < ny < n
olacak gekilde bir k2 € N bulunabilir. Bu yolda devam edildiginde her adimda en az 1 eksilecei igin
@Rtk () muhakkak 1 e vasil olacaktir, Yani, TAHMIN A da dogru olmalidir

Sonlu bir K kilmesi verildiginde, K nin 6gelerinin sayim # K e gsterilsin. Bir A C N igin, efer

V!‘ \,) 4 < .
Jim #{lreAll<a<n}

T e T

=1

ise A kilmesine N iginde yogun bir kiime denilsin. Tamsayilar hakkinda herhangi bir P Snermesi
gozdniine alindikda, eger,
{neN|P, n ign dogrudur.}

kitmesi N iginde yogun bir kitme ise, P hemen hemen hern € N icin dofrudur denilsin.

Artik yazimm esasi tegkil edeu teoremi sunabilivim:
TEOREM : (C. J. Everett, 1977, [1]) TAHMIN B hemen hemen her n € N igin dagmdm

Bu teoremin ispatim, gerekli hazirhklan bir dizi yardima teorern vasitasiyla sundukdan sonra
Vewwgim

Ouce, bir tkazda bulunmak isterim: Dikkatli okuyucularimin fark etmis olacaklarr gibi, TAHMIN |
A ve TAHMIN B denk Snermeler olmakla birlikie, TAHMIN B nin hemen hemen her n € N i igin
dogru olmasi, iAH‘MIN A mn da hemen hemen her n € N igin dogru oldufu manasing gelmez |
Gergek gu ki, TAHMIN A nin da hemen hemen her n € N i igin dogru oldugunun ispati bugiin igin
harikulade biiyik bir katk olacaktir. Okuy ncu}arxmdan birinin bu yonde gayret gdstererek, servet
degilse bile hakh bir g8hret kazanmasi, bu arada memleketimizin yitziinit afartmas benim igin bityiik
bir saadet ohurdu. ‘

Herhangi bir N € N igin, uzunlugu N olup, sadece 0 ve 1 lerden miitegekkil satur vektdrler kiimesi
A[NT ile gosterilsin. Ornek olarak, ¥ = 1,2, 3,4 hallerinde

Al2) = { [0,0],[0,1],11,00,{1,1] }
A3l = 1{ [0,0,0],[0,0,1],[0,1,0],[0, 1, 1],

(1,0,0],1,0,1},[1,1,00,[1,1,1] }
Afa] = { [0,0,0,0],[0,0,0,1},[0,0,1, 0],

{0,0,1,11,{0,1,0,01,{0,1,0,1],10,1,1,0],{0,1, 1,1],
[1,0,0,0],[1,0,0,1],[1,0,1,0],{1,0,1,1],
{},3~.1,{3,Oj,{1,13(}, 0,041,505, 1,10 )
olacaktir. (Tecriibeli bir ?natenm%ikgi igin
AV = {0,1}{00280-1)

supngunun kafi oldugunu belirteyim.) :
#FAN] =2V
oldugunun ispatum (N iizerinde tiimevarnm tavsiye ederek) okuyucuya birakiyorum.

N € N verilmig olsun. Herhangi birn € N ye Collatz doénfigiimit 0,1,2,-- -, N ~ 1 defa uygu-
- lanuken bir kenara her bir adunda. ortaya qikan sayiya karsilik; mevzubahis sayi ciftse 0, tekse 1
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yazmak suretiyle A[N] nin bir 6gesi elde edilebilir. Ornek olarak, N = 7, n = 18 hali incelenirse

%1 ?5) =18 (gift) ——————~ 0
P8y =9  (tek) ——————— 1
18) =14 (5ift) ——————~ 0
M18) =T  (tek) ——————— 1
\,;*(w} =11 (tek) — = = = —— 1
GP18) = 1T (tek) = 1
GO18) = 26 (gift) ——————~— 0

bulunacaktir. Demek ki 18 ¢ kargilik [0,1,0,1,1,1,0] € A[7] elde edilmekte. ;
Her n € N ye kargilik bu usulle elde edilen i = [ug, uy,uz, -, un-1] € A[N], ardarda N Collatz
dénitgiimiinin tesiri altinda n nin bagina gelenleri hitlasa ettigi igin @ € A[N] "ye n ‘nin N admbk
seyir defteri denilsin,
Simdi gene igi matematik diline aktararak saglama alayim: Verilen her NV € N igin,

SDn i N — A[N]

déniiglimii her n € N ve 0 < k< N — 1 ye tabi her b € Zigin

wn = o ( 5

ug = 9t (n) (2)
olmak iizeve

*QDN' = [qu Wy Ugy oo, UAN-I.}
§e§dmxie tarif edilsin, SDy ve N ademltk seyir deftert donigdimid- denilsin,
ilk vardima teoreme gecmeden evvel N = 4 haline yalindan bakmalk ve SDy tin 1 den 16 ya

kadarki tabii sayilar dzerindeki tesirinin tam bir dékiingiindt gikartmak, bu suretle de seyir defteri
dénfigtimil fikeine iyice acikhk getivmek istiyorum. Asagidaki dokiimde her satirda ¢ once mevzubahis

tabii sayi, sonra o saymmn a,rciarda 0,1,2,3 defa uygulanan Collatz dénligiimil altmdaki seyri, son
olarak da tekabiil eden 4 adimlik sevir defteri verilmelktedir:

1 ——= (1,2,1,2) —s [1,0,1,0]
2 ——— {(2,1,2,1) —s [0,1,0,1]
3 ——— (3,5,8,4) — [1,1,0,0]
4 ——— (4,2,1,2) —5 [0,0,1,0]
5 ——— (5,84,2) —s [1,0,0,0]
8 ——— (6,35,8) — [0,1,1,0]
7 - == (1,11,17,26) — [1,1,1,0]
§ ——— (8421 —s {0,0,0,1]
9 ——= (9,14,7,11)  ~— [1,0,1,1]
10 ——— (10,584  —s [0,1,0,0]
1 ——~— (11,17,26,13) — [1,1,0,1]
12 ——- (12,6,3,5  — [0,0,1,]]
19 ——— (13,20,10,5) — [1,0,0,1]
4 === (147,1L,17) — [0,1,1,]]
15 ——— (15,23,35,53) — [1,1,1,1]
16 ——— (16,8432  — [0,0,0,0]

Dikkat edilirse, seyir defterleri siitununda riimkiin olan 16 tane 4 adimbk seyir defterinin hepsi
meveuttur. Yani T den 16 va kadarki tabii sayilarm her birine ayri bir seyir defteri tekabiil ediyor.
Biraz daha teknik bir dille sylemek gerekirse, SDy doniigiimi, {n € N ! 1< n < 16} ve A[4] kiimeleri
arasinda bire bir ve orten bir miinasebet kuruyor, Avg»agida sunulacak olan ilk yarrhmm teorem, bunun
sadece N = 4 igin degil, biitéin N € N ler igin dogru oldufunu gdsterecek.
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YARDIMCI TEOREM 1 : Verilen her N € N igin, $Dy doniiglimii {n € N |1 < n < 2V}
kitrnesini bire bir {ve tabii ki 6rten} bir sekilde A[N] ve gonderir.

Ispat: N fizerinde tiimevarim yapilacak. N = 1 hali agtlkar: -Basit bir }okhmav} a, &Dﬂ in {1,2}
kiimesini bire bir gekilde A[1] = {{0],[1]} ’e gonderdigi gorilebiliv, SDx nin, {n € N |1 < n < 2%)
kiimesini bire bir bir sekilde A[N] ve génderdigi varsayilarak, $ Dy in, {n eNI<ng QW”}
ktimnesini bire bir bir sekilde A[N + 1] e gonderdigi gma?euleaek 1< <2 ogabinn’ e N
icin,

SDyyi{n) = 8Dy (n') = [ugyur, ug, -+, un] € AN + 1]

olsun.
n=m+28Q
n' =l 2N QY
v
1 <m,m <2V
olacak §ekilc§e m,m’ &N, @,¢" £ {0,1} abndikda,
' SDx(m) = SDn(m') = [ug, w1, ts, -+, un—1] € AN]

olup (neden 7), tilmievarima temel tegkil eden- varsayim muvacehesinde m = m' olmalidir. Buna

kargibik @ = un = Q" olup {neden ?) n = n' bulunur, o
Okuyucunun sabrma sifinarak, ufak bir gésteritn unsurn daba: n, ¥V € N verildiginde, Sl}y (n) =

{ug, 1y, 0s, -y unag] 188 g +ng Fug F - b uye toplam en(n) ile gOsterilsin.

YARDIMCI TEOREM II: Verilen her N € N ve'n € N igin,

. N { %
§ {n) - E Ne-giln) f_ aniny
—T < ()
dir.

Ispat: Once ok basit bir gelf;fge dikkat cekeyiim: Herhangi bn‘ ne Nahnsin, ngiftse, n=2¢,d € N
yazarak

e

eln). nf2  2q/2 1

7 tekse; bu sefer-de iz 2¢ + 1 yazarak,

@ln)  3n+1  Bg+4 5
no . 2n 22¢+1) 3

(‘Neden 23

olacaktir. Dernek ki n, ¢ nin ona 1,2,-+-, N defa uygulanmasi esnasinda N — oy (n) defa 1/2 vle,
on{n) defa-da 5/3 den ku:;uk bir takim &a:alaria carpilacaktir, Boyieua,

@ (n} - (’1} ‘PN i(n) - ¢*(n) ' (n) < (E)N-«@N(n}(?ﬁ)w\'{n};

n “1 M™%y pln) n — 2 3

dir, ' : _ 0
: Simdi, YARDIMCI TEOREM 11 ’ye giive, h@::}mngi birneN ‘veriid:g,ir;d@ bu sayinm N adimbk
su ir defterindeki 0 larn sayisi 1 lerin sayisindan “ ¢ok kiigiik 7 degilse, yani oy (n)/N nin 1/2 den

“ ok bliyiik 7 olmadigy takdirde, @™ (n) < n dir. Bu  ¢ok kiigiik dﬁgll "ove © ok bityiik degil”
tabirleriyle ne kastedildigi YARDIMCI TEOREM 11T le vuzuha kavugacak. :
YARDIMCI TEOREM 15 Verilen her N € N ve n &€ N igin,

10

ax(n) < flogs(5 )17
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- ise,

. j’\"’
pihin
prin) gy
7
dir.

Ispat: Once [logy(10/3)]% = logy/5(2) & 0.575717 oldugu hatirlansin. Basit bir hesap

LN . -
ey (71} 1 A e S el o) Ton 100 por 1 10 fraian=ia
* ety wlo}rdyonin) o 2N 20 en(n) BN AV og {10/ N
) ¢ ey t) = (¥ ()™ < (Y ()
A N 10 gess (23N l NaN
e (P (LY s SR (Y 2.& —
M) (572" =1
oldugunu ghsterecaktir. ' o

Ashuda okuvuculann coBunun bildigind tahmin etfigin bazr dzdesliklert bir yardimer teorerm
o f] e pos £ o
cercevesinde sunarak devam etmek istiyorums:

YARDIMCI TEOREM IV : Herhangi bir N & IN igin,

N v N ,,7.
Z( "Z >mz“ Z( p )kn‘zﬁ“‘i\"

o2t fezf

N

> ( o ) B2 = 2NNV~ 1)+ 28N
=it ‘

Ispat: Birinct dzdeglik;
Ny

Z( 2 )z:‘l‘:(fl-%«:zﬁ)"\r

k=4
de & = 1 koyularak elde edilebilir. Gene aym dzdegligin @ "e gore tiirevi alnarak

N -
> (4 )““i”'k"‘ = NL+2)",

[ 33

ve bunda da ¢ = 1 ikamesiyle ikinci Szdeslik bulunur. Yukardaki ézdeslik = le garpilarak

N N : ]

k=it
bunun @ & ghre tirevi alinarak

N AF W - ‘ X L .
Z ( “g ) e T= NIN =10+ .tc)f\"'“'a“: +N{1+ 3:}2”“1}
231

ve-en nihayet @ = 1 tkamesiyle de uclineil dzdeglik gthanlir, ; v o

Hedeft hatirlatayin Fstenilen ey, n > 2 geklindeki n € N ler arasinda, ©*{n) < n olacak gekilde
bir k& N bulunabilenlerin N icinde cofunlukta oldugunu ghstermektir, Buraya kadar yapilanlar, bu
hedefin A{N) igindeki vektdrlerden 0 “lari ve 1 ’lerin sayica yakin olanlarimin gounhikta oldugunu
gostermekle ilgisini igaret eder tabiatiyla. Bu yiizden verilén hers > 0 igin

N 2

: > AT g
AN = {[uoyur, s - uen] € AN ‘ue+m +_m£ +UN- < §..§”,;}
- ) . gy A . AR = W 1
AN = {{ua,ul,ug,"*,ungl} < A[N] 1 o F Ut Nl ——)2 <£3}
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kiimeleri géz Snfine abmsm. Tabil ki-AJ[N] C A [N] dir.

Olasihiklar hesabn ile tamsuch@n olan okuyucularim; simdi sunacagom vardimer teorgmin, {zayif
sekliyle) Biiyiik Sayilar Kanunu adh ok miihim bir teoremin gikig noktasimi tegkil eden Cabwd
esitsizligi ([5]) ile yakindan ilgili oldugnnu hissedecelderdir:

YARDIMCI TEOREM V

ANy, BN,

RN

ia‘spatr

@

(2% —#A. {f‘fi}*' (#«4%\3 - #A [5\]}5 < (#A[N] - HAN]E

AT
Uk ty Foug A Uy 1»,
cyn o erutes ,g

{ug,i&;,%}g;* “,up\r..,x}EJX[N}«A:{N}

. g~ g Uy e S N 1 5
< E {t N - '[;) :

) {umua Uy, s JEAN]

Simdi; 0 < kB < N ye tabi ber kb € B igin, ug + u + Uy oo Aoy =k olacak gekildeki
i‘tl«(),'ul,'{131 UM 1} € A[N] lerin sayist N nin & 1i Lombmoycmiam}m sayisina esit oldufundan-

{neden 7) o
eV o N N ) ) 1 5
@ — #ANDE <Y ( ) -5

234

_~>2( )ler-5+i)

buradan da YA RDIMCI TEOREM v k‘uiimn arak

{e;i’\« #.A {3\'}}5.“ < w}M [e)Nw.. »\‘r{‘;‘v - 1} + 2’\’}‘:} 1 s}i\' =N 4 i?"f’.x _}__“2’\5

FAN] 1
av 21T N

elde edilir, Béylece her &> 0 icin,

1 #AN] AN

e ANer = 3N S TN o

olup, N sonsuza gor;n%arz erek tstenilen limitler gikanlin O
Artik egay teoramin ispaty suputabitir:
Teoremin Ispaty Verilen bir n& N igin;

F n) =#{meN|1<m<n olup, bir keN igin ¢ o (n) <31 dir}

yamlsin, Yani F{n); Lilen awmndd,kl tabii sayilardan, (,‘cﬂlatz domxgtmmmm drdarda uygulamalanyla
* kendisinden &r*sm Luc;uk hdle getirilebilenlerin sayst ol sun. ﬁx:rada

fim Fin) =1

FomP O 7%

oldugu gmt;eukwk Kolaylik olmak iizere, [logs( 1{1 / ‘%)} - 1!2 wmm J\ yazarak, Y. &RQ[MC‘I TEO-
REM T've 11T vasitasiyla, - :
F(?‘\) > #AMNT
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bu suretle de .
F(2N) #A;\{\’}

2“\’ "“ ‘)x"v
bulunur. YARDIMCI TEOREM V yoluyla da

1>

Wic

v =

11111

cikar. Sumdi, > 2 ye tabi her n € N ic;m,
zl'\ <n < 2"”/4—1

clacak sekilde bir N & N vardir. Diger tarafdan, 28 <on < 2% ¢ tabi no€ N ler arasmda
F(n+1) = F(n) yi saglayaularn sayist en gok
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olabilir, Demek ki 28 <'n < 2¥+1 ¢ tabi n € N ler icin iki ihtimal vardir: Ya 2% < n < 2V 4 L veya
2V 4 L < n < 2¥F! Birinei halde agikar olarak,
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olup, n ve dolayisiyla N sonsuza gonderilerek

lim fﬁi‘lngzﬂnﬁ}“‘n

o e d 23 25
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