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Sabit nokta ya da sabit eleman kavrami varligini
saninz garpici olarak bize ilk kez Analiz ya da
Genel Matamatik derslerinde gosterir: Bir [a, b]
kapali ve smmirhh araliginda tanimlanan ve aym
aralikta degerler alan stirekli bir f fonksiyonunun
en az bir sabit noktasi vardir; kisacast bu f
fonksiyonu en az bir 2o € [a,b] igin f(zo) = zo
gerceklemek zorundadir. Glinki eger, ne f(a) = a
ve ne de f(b) = b gergeklenmiyorsa, f fonksiyonu
[a,b] araligmmda deger aldifindan, kisacasi her
zo € [a,b] icin a < f(z) < b gergeklendiginden,
zorunlu olarak hem a < f(a) ve hem de f(b) < b
gecerli olmahdir; bu ise g(z) = f(z) — = stirekli
fonksiyonunun ¢(b) < 0 < g(a) esitsizliklerini
gergeklemesi demektir. Unli Ara Deger Teo-
remi nedeniyle [a,b] arahfinda tamml, stirekli ve
gergel degerler alan g fonksiyonu, eristigi herhangi
iki gercel say1 arasindaki tiim “ara degerleri” en
az bir kez almak zorunda oldugundan, bu ne-
denle uygun bir zg € [a,b] igin 0 = g(mg) =
f{@o) — o ve sonugta f(zo) = =y olmahdir.
Aman dikkat, eger siirekli f fonksiyonu (a, b) agik
araliginda tamimh ve aym aralikta degerler alan
bir fonksiyon olsaydi, bu fonksiyonun bir sabit
noktasinin varhigi, ne yazik ki gerekmezdi. Iste
iki yahn karst ornek:

Fig:(0,1) >

surekli fonksiyonlar: sirastyla

(0,1)

0<z<1l igin f(z)=2%, g(z) =sinz

biciminde tanimlansimlar. Her ikisi de streklidir
(6yle degil mi sevgili okurlar), oysa hig bir sabit
noktalari yoktur. f fonksiyonu igin bu iddia
apagiktir. . g fonksiyonu iginse, herhangi bir 0 <
z < 1igin

sinz = sin
g "

—— =g o5y < 2 < 1

0<g(z)= g

gergeklendigine dikkat etmek yeterlidir, ¢iinkii
uygun bir 0 < & < x yardirmyla, bunlarin or-
talama deger teoremi nedeniyle yazilabildigi ve
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ustelik 0 < & < z < 1 < § nedeniyle 0 <
cos &, < 1 oldugu gorulir.

Matematikte kendileri ve uygulamalari onemli
olan pek cok sabit eleman teoremi vardir. Bugin
bu kisa yazida bunlarin birisinden soz edecegiz.
Kiime ve fonksiyon tanimlarint biraz olsun bilmek
anlatilanlar kavramak icin yeterlidir. Bilindigi
gibi bir X kiimesinin tiim altkiimelerinin kiimesi
P(X) ile gosterilir. ilgilenecegimiz sabit eleman
teoremi agagidadir:

Knaster & Tarski Sabit Eleman Teoremi:
Bir ¢ : P(X) — P(X) fonksiyonu azalmayansa
(yani A € B C X igin p(4) C ¢(B) C X
gergeklesiyorsa), ¢ ’nin en az bir sabit elemani
vardir.

Kanitlama: Her bir A € P(X) (yani A C X
altkiimesi) i¢in ¢(A4) C X olmaktadir. Simdi

A={ACX: ACp(A)}

altkiime ailesini tanimlayalim. Elbette ¢ C o(4)
gergeklendiginden ¢ € A bulunur; demek ki
A ailesi bog degildir, sagirmaym lutfen, A aile-
sine ait olan en az bir “elemamin” varoldugunu
gostermig olduk.  Simdi bu ailenin tyelerinin
birlesim kiimesinin, yani

Xo=|J{4: A € A}
altklimesinin
¢ (Xo) *)
gercekledigini, baska bir deyimle ¢ fonksiyonunun

bir sabit eleman:i oldugunu gostermek istiyoruz.
Bu ise gli¢ degildir, ¢inki bir yandan

=o(lJ 4= #4)

AcA AcA

:XO‘

©(Xo)

oldugundan ve fakat her bir 4 € A'igin A C
©(A) gecerli oldugundan sonugta Xo C go(XO) bu-
lunur, ¢iinkd

Xo={J AC | #(4) = o(Xo)

A€A A€A

gecerlidir; oysa ¢ fonksiyonu hipotez nedeniyle
azalmayan oldugundan bu sonug éncelikle

P(Xo) € o((¢(Xo))



[
£

ve dolayisiyla A ailesinin tammi geregi e(Xs) €
A ve sonucta dogal olarak

©(Xo) C U A=Xy
AcA

verecektir.  Sonugta yukarida tanmmlanan Xo
klimesi (*) kogulunu gercekler.

Simdi de bu sabit eleman teoreminden yararla-
narak, ¢ok iinli bir sonucun gercekten giizel ve
degisik bir kanitlamasini verelim dilerseniz:

Cantor & Bernstein Teoremi: X kiimesinden
Y kiimesine bir bire-bir fonksiyon ve tersine Y
kiimesinden X kiimesine bir bire-bir fonksiyon
tammliysa X ve Y kiimeleri eskuvvettedir.

Kamitlama: X ve Y kiimeleri arasinda bir

bire-bir ve drten fonksiyonun tanimh oldugunu

gosterecegiz. Gergekten hipotez nedeniyle, orten

olmalari gerekmeyen
X =Y ve g: Y5 X

bire-bir fonksiyonlar1 tanimli oldugundan, simdi

bunlar yardimiyla, her bir A C X icin

p(A) = X —g(Y — f(4))
seklinde bir
¢ P(X)— P(X)

fonksiyonu tammlayahm. g¢(Y — f(4)) C X
altkiimesinin X ’deki tiimleyen kiimesine p(A)
diyoruz ve boylelikle gergekten ¢ fonksiyonu
X in her altkiimesine yine X de bir altkiime
eslestirmektedir. Su 6nemli ayrmtiya dikkat ede-
lim. Yukaridaki f ve g fonksiyonlarindan her-
hangi birisi ustelik orten ise, X ve Y arasinda
bire-bir ve érten bir fonksiyon tammh olur,
nasil? Bu nedenle onlarn érten olmayan bire-
bir fonksiyonlar olmasi durumunu irdeleyelim. ©
fonksiyonu kolayca gozlemleyecegimiz gibi azal-
mayandur, ¢linki A € B € X ise dnce f(4) C
F{B) CY ve sonra da sirasiyla

Y-Ff(B)CY ~f(4),
9(Y = f(B)) Cg(Y - f(A)) € X

elde edileceginden, tekrar X kiimesinde tiimleyen
olarak

P(A) C »(B)
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bulunur, ammsadik degil mi? 4 C B C X ve
X —B C X — A C X Snermeleri birbirlerine
esdegerdirler. O halde Knaster & Tarski Teoremi
nedeniyle en az uygun bir Xo C X altkiimesi igin

Xo=p(Xo) =X - g(Y - f(X0)),

X~ Xo=g(Y —~ f(Xq))

ve iistelik f fonksiyonu orten olmadig: gin X —
Xo # ¢ gergeklenir ¢linkii bu kiime bog olsa,

¢ =g(Y - f(Xo))

ve gorunly olarak, ¢ altinda gériintiisii alinan Y —
F(Xo) fark kiimesi bog olurdu; bu ise

VCfX)CfX)CY

nedeniyle, f fonksiyonunun érten oldugunu
soyleyen Y = f(X) esitligini verirdi. Ne yazk ki
§u uyariy1r yapma geregini duyuyoruz: Bir 4 — B
fark kiimesinin bog olmasi igin gerek ve yeter
kosul A C B gergeklenmesidir, pek ok 8grencinin
diigiindiigi gibi A = B olmasi DEGIL! Iste simdi
artik X ve Y kiimeleri arasinda aranan bir bire-
bir ve orten fonksiyonu tanimlama zaman geldi
sevgili okurlar.

z € X, ise
z € X~ X, ise

f(z);
97 (z);

yazalim; dikkat edilirse herhangi bir z € X — X,
elemani, bu fark kiimesi, ¥ — f(X;) bos ol-
mayan kiimesinin g bire-bir fonksiyonu altindaki
goriintiisii oldugundan, uygun ve tek tirli belirli
bir y; € Y — f(Xo) elemamnm gériintiisii olup
971 (z) = ys gergeklenir. Kisacasi dncelikle sunu
gozlemis oluyoruz: Her birz € X icin h(z) € YV
olmaktadir ve sonugta gonil rahathgs ile :

Ve € Xicinh(z) = {

h: XY

isaretini yazabiliriz. Ustelik ¢ bire-bir oldugun-
dan

9THX = Xo) =g7Mg(Y - f(Xo)) =¥ — F(Xo)
gergeklendiginden, sonucta |
h(X) = h(Xo)Uh(X—X,) = F(Xo)Ug™ (X = Xo)
= f(Xo) U (Y ~ f(Xo))
SYUF(Xo) =Y
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elde edilir, giinkii apagiktir ki f(X;) C Y ne-
deniyle son egitlik gegerli olacaktir. Demek ki
h fonksiyonu ortendir. “Peki ama, herhangi g
fonksiyonu igin g~1g(4) = A gergeklenmez mi,
neden bunu yazabilmek i¢in g fonksiyonunun bne—
bir oldugu 6zellikle vurguland: yukarda? Gerekli
mi bu bire-birlik kosulu gercekten?” diye soran-
larmizi duyar gibiyim, aman sevgili okurlar, bu
onemli ayrintilara dikkat edin, matematik, atilan
her adimda titizlik ve Gzen gerektirir. Sézgelimi
bire-bir olmadigi iyi bilinen g(z) sinz igin
A = {0} alimirsa,

97 9(4) = g71(0)

= {0, Fr, F2r, F3m,..} £ A

15

gergeklendigini gozliiyorsunuz degil mi? Evet,
kanitlamay bitirelim artik, daha dogrusu A fonk-
siyonunun fiistelik bire-bir oldugunu gdstermeyi
size birakalim. Bu dergide gecen yil yayimlanan
Bernstein’in Kanitlamas: baghikli yazida ta-
nmimlanan fonksiyonun bire-bir olmasmin kanitin:
iyi 6grenen okurlar, kolayhkla bagaracaktir bunu.
Evet biz, en glizel ve en yalin bir kanitlamada

bile okurun kanitlamaya katilmasim ve biraz
olsun g¢aba gostermesini gerekli goriiyoruz. Iy1
caligmalar!
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Bu sayilarla ilgili baz1 dzellikler:

(a) Hepsi 10 ile baglamaktadur.

(b) Son rakamlar 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 ve 9 olarak yapﬂabxlecek en kucuk sayilar bunlardzr
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