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1 ’den biiyik bir tamsaymin 1 ve kendisinden
bagka pozitif bdleni yoksa, bu sayiya asal, aksi
halde bilesik say1 denir. n € N igin n-inci asal
8ay1y1 py, ile gosterirsek, p; = 2, ps = 3, pog = 523
ve p3p3 = 1999 ’'u ornek verebiliriz. Bu nedenle,
pozitif tamsayilar li¢ stmifa ayirabiliriz:

Asal sayilar: 2,3,5,7,11,13,17,19,23, ...
Bilegik sayilar: 4,6,8,9,10,12,... ve 1.

Bir say1 kiimesi ile ilgilenilirken sorulan; “Kag
tane elemani vardir?”, “Verilen bir saymn
bu kiimenin elemani olup olmadigi nasil belir-
lenir?”, “Bir aralikta nasil davranmirlar?”, “Onlan
tanimlayan fonksiyonlar var midir?” gibi soru-
lar asal sayilar kiimesi igin de sorulmusgtur. Bun-
larin sonucu olarak, Euclid ’in asal sayilarin son-
suz oldugunu ispatlamasindan bu giine kadar bir
cok problem ortaya konulmug ve bunlarin bazilan
hala ¢oziilememistir.

Bu yazmdaki amacimiz: asal sayilarin dogasin-
da var olan gizem ve muhtesemligin kesfediligini,
yapilan caligmalarda elde edilen sonuglar ile
¢oziilemeyen problemlerden bir kagimi tanitmak
olacaktir. Euler ’in su sozi ile baglayalim: “Asal
sayilar yalmz sonsuz coklukta degil, kare sayilar
kadar da daginik degildir.” FEuclid’in, yukarida
sozit edilen ve bilinen ispati oldukga basit ol-
masina ragmen asallar hakkinda fazla bilgi ver-
memektedir. Elbette, Euclid ’den sonra da yeni
ispatlar yapilmigtir. Kummer (1878) Euclid ’in,
Shorn da Polya’ nin ispatina benzer ispatlar
vermig, Washington ispatinda (1980) degismeli
cebir kavramlarinmi , Fiirstengberg ise topolojik
fikirler kullanmugtir (1955). Bu ispatlardan ilging
sayilabilecek iki tanesini burada tekrarlayalim.

Polya’nin ispati:

Il<ai<ag<az<...

olacak bigimde aralarinda asal sonsuz ¢oklukta

sayl bulunmast fikrine dayanir. Eger pi, a;’i;

P2, @2 '¥i; ... ; Pn, @y 'y, . . ., bdlen asal sayilar
ise p1, pa, .. , Pn, ... hepsi farkh asal sayilar
olacaktir.

Ispat icin. a,, sayilar Fermat sayilan F, = 22" +
1 (n > 0) secilebilir. Soyle ki, m iizerinde
timevarimla,

Fp—=2=FyFy...Fpy

oldugunu goérmek kolaydir. Boylece, n < m
ise, Fn; Fpn — 2 ’yi boler. p, F, ve F,, ’yi
bolen bir asal sayi ise F, — 2 ve F,, ’yi de
boler, dolayisiyla 2 ’yi de bolmelidir. Bu nedenle,
p = 2 ’dir. Ama F,, tek say1 oldugundan 2 ile
bolunemez. Boylece, Fermat sayilarinin aralarin-
da asal oldugunu géstermis olduk ki bu ispat icin
yeterlidir.

Diger bir ispat da Euler ’in ispatidir. p asal ise,
% < 1; boylece,
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‘dir.’ ¢ bagka bir asal say: ise de benzer bir ifade
gegerlidir. Bu iki seriyi carparsak,
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elde edilir.. Burada, sol taraf p"¢* h >0, k>0
formunda tek tiirli yazilan dogal sayilarin ters-
lerinin toplarmdir.  Ispatin temel fikri budur.
Kabul edelim ki, p1, po, ..., pn, tiim asal sayilar
olsun. ¢ = 1,...,n igin
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Bu esitliklerin n tanesini carparsak,
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elde edilir ve buradaki toplam tiim dogal sayilarin
terslerinin toplarmdir. Sol taraftaki toplam irak-
sak, sag taraf yakinsaktir ki bu bir celiskidir. O
halde, asal sayilar sonsuz ¢oklukta olmalidir.

z € R, x > 0 olmak fizere p < z olan tiim p-asal
sayllarinin sayisii 7(z) ile gsterecegiz. w(x) e
asal sayma fonksiyonu denir. f(z) ile h(z), z > 0
igin tanimh ve reel degerli pozitif stirekli fonksiy-
onlar olsun. limy_, e ,{—éi—; = 1 ise, f(z) ve h(z)
asimptotik esittir denir ve f(z) ~ h(z) yazhr.
m(z) fonksiyonu ile ilgili ilk ciddi ¢alisma Legen-
dre tarafindan yapilmistir. Caligmalari sonunda
1798-1808 ’de limy— oo A(z) = 1,08366... olmak

uzere
x

m(@) = logz — A(z)

tahminini ortaya atmig, fakat yaklagik 40 yil sonra
Tschebycheff tarafindan tahminin yanhg oldugu
gosterilmigtir. Gauss 15 yaginda, 7(z) ’in Li(z) =
N ‘Bdg—t ile tammlanan « ’in logaritmik integraline
asimtotik esit oldugunu iddia etmistir. 1850 ’lerde
Tschebycheff elemanter metotlarla,

0<ecd<l<e,

4

w(z) < e (:1322)‘

log = logz’
olacak bigimde ¢, ¢ sabitlerinin varligini ve ¢, ¢
degerlerinin ashnda 1 ’e yaklagtifim gostermigtir.

o 21/231/351/5

30130 = 0,92129...,

c= gc' =1,10555...

1859 °da zeta fonksiyonu igin fonksiyonel egitlikler
yazan Riemann daha sonralan 7(z) fonksiyonunu
bu esitliklerle ifade etmis ve Temel Asal Say1 Teo-
remi:

T

m(@) ~ logz

In ispati igin bir cok ara¢ birakrgtir. Asal
Say1 Teoremi “en gok goziilmek istenen teorem”
statlisiindeydi, kim tarafindan ¢oziilecegi, kime
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“oliimsiizliik” kazandiracag bir folklor idi. Teo-
rem birbirinden habersiz, tanmmmis iki analizci
tarafindan aym yil ¢oziildii (1896). Fakat, onlar
da ohimsiiz olamadilar. Hadamard 98, la Valle’e
Poussin 96 yil yasad:.

Bertrand i 1845 ’de yaptig1 bir gdzlem:
“n > 2 ve 2n arasinda daima bir asal say1 vardir”

denk olarak,
m(2n) —w(n) > 1, n>2

ya da

Pr1 < 2pp, (n>1)
olarak ifade edilebilir, Bu ifade “Bertrand Postu-
lat1” olarak bilinir ve dogrulugu 1852’ de Tscheby-
cheff tarafindan gésterilmistir. Daha genel olarak,
her A> 1,z = 2(A\) > 1 igin

w{Az) — m(z) > Clogx

oldugu 1949 *da Erdds tarafindan ispatlanmmstir.
n(z) fonksiyonunun ispatlanan bir kag Gzelligini
sovle siralayalim:

¥z 2y>2 y>6=w(zy) > () +7(y)
(Ishikawa, 1934)

# w(e+y) <m(z)+ 2

Gey (Vaughan)

veya
*  m(z+y) <w(z) + 2n(y).

Asagidaki iddialar ise hala ispatlanmayr bekle-
mektedirler.

* :
“n > 1igin 7(n? 4 n) > n(n?) > 7(n? —n).
(Opperman, 1882)
*
“n>2, 7’(?%-;—1) - “(P%) >4
(Brocard, 1904)

Temel Asal Say1 Teoreminden p, ~ n logn, yani

im0 72— = 1 oldugu goriilebilir. p,, ile ilgili

ispatlanan baz dzellikleri sSyle siralayabiliriz:



ot
9.2}

nlogn + n(log lég n—10) <pn
< nlogn + n(loglogn + 8)
(Rosser, 1938)

*

n > 2 ise, pp + Pnt1 > Png2

(Ishikawa, 1934)

*

m,n > 1 ise, PmpPn > Pntm
(Ishikawa)
*

1979 ’da Pomerance; Selfridge tahminini- ispat-
ladi: “Her pozitif say1 1 < n igin p2 > pn—iPns
olacak bigimde sonsuz c¢oklukta n tamsayisi
vardir. Hatta, her 1 < n igin 2p, > Dn—iPn+i
olacak bigimde sonsuz ¢oklukta n vardir.”

ki ardigik asal say1 arasindaki fark; dp, = pry1 —
P, lzerinde hala soru isareti bulunan bir ¢ok
problemin temeli olmustur. d; =1 ve n > 2 i¢in
d,, cift tamsayidir. d,, ne kadar buytk secilebilir?

Rankin, sonsuz ¢oklukta n icin

clnn Inlnn Inlnlnn
(Inlnlnn)?

oldugunu gostermis ve Erdds, ¢ sabitinin yete-
rince biiytik alinabilecegini gosterene 100008 vaad
etmistir. Rankin ’'nin en iyi yaklagim, v Euler
sabiti olmak tzere ¢ = ¢ *dir.

d, ile ilgili en meghur tahminlerden birisi Twin
Primes Conjecture ’dir (ikiz Asallar Tahmini). p
ve p + 2 asal sayilar ise, twin prime (ikiz asal)
“olarak isimlendirilirler. ikiz asal say1 ciftlerine
érnek olarak (3,5), (5,7), (11,13) ve (17,19) ve-
rilebilir. 1949 ’da Clement ikiz asallarin belirlen-
mesi icin kullanilabilecek bir kriter ispatlamis:

“n, n+ 2 ikiz asal say1 ¢ifti
& 4[(n— 1)+ 1]+ n =0 (mod n(n+ 2)).”

Bununla beraber, bu kriter ikiz asallarin belirlen-
mesi igin pratik degildir. - Asil soru: “Ikiz asal
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sayilar sonsuz ¢oklukta midir?” ’dir. Bu soru ikiz
asallar tahmini olarak bilinir.

Her z > 1 igin mp(e) ’in p ve p 4+ 2 < z olan
asal sayilarn sayisim gosterdigini kabul edelim.
mo(z) fonksiyonu ile ilgili en ilging sonuglart Brun
1920 ’de ispatlamugtir. Bunlardan bir kagin soyle
siralayabiliriz:

% “Oyle zg € R vardir ki > =z ise, ma(z) <
100 »
Toge)? -

¥  “Her m > 1 icin ikiz asal olmayan m tane
ardisik asal sayr vardir.” -

Hardy & Littlewood 1923 ’de

1 ) T
(p—1)2" (logz)?

7I‘2(13) S 2.c Hp>2(l -

ifadesinde ¢ = 1 tahmininde bulundular. ¢
degeri igin elde edilen en iyi sonug ¢ =. 3,13
tir. e = Hpso(l — W) degeri ikiz asal
sabiti olarak bilinir ve Wrench tarafindan 1961 *de
¢y = 0,66016... olarak hesaplanmigtir. m3(z) icin
bilinen en biiyiik deger 1976 ’da Brent tarafindan
mo(1011) = 224376048 olarak elde edilmistir. Bi-
linen en biyiik ikiz asal sayi ciftleri; B. Parady,
J. Smith ve S. Zarantanelle ’nin hesapladigs
1706595 x 211235 + 1've 571305 x 277%1 & 1 “dir.
Fakat, asil sorunun cevabi hala verilememistir.

Goldbach 1742 ’de Euler ’e yazdig1 bir mektupta,

G “Her n > 5 tamsay1s1 i asal sayinin toplaml
<
olarak yazﬂabilir.”

iddiasinda bulunmus, Euler ise cevabinda bu id-
dianin,

G’) “Her 2n > 4 cift tamsayis: iki asal saymin
2 %G Y Y
toplamidir.”

énermesi ile denk oldugunu belirtmigtir. (G)-ile
(G') ’niin denk oldugunu gérmek oldukga basit-
tir:

(G') =(G): (G') 'niin dogru oldugu kabul edilir
ve p, p’ asal sayilar olmak lizere 2n > 6 ise, 2n ~
2 = p+p', 2n = p+p'+2. Hatta, 2n+1 = 3+p+p/
"diir ki bu (G) ’yi ispatlar.

(G) =(G'): (G) dogru kabul edilir ve p, p’, p”
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asal sayilar olmak tizere 2n > 4 ise, 2n + 2 =
p+p' +p” dir. Buradan, p’ =2 ve 2n=p+p
olur. ‘

Burada sozii edilen (G) veya (G') Goldbach Con-
jecture (Goldbach Tahmini) olarak bilinir. (G')
‘niin sonsuz goklukta ¢ift tamsay: igin dogru
oldugu agikardir, 2p = p + p. Bu tahmin ile ilgili
elde edilen ilk énemli sonug Hardy & Littlewood
undur: ‘

“éyle ng sayist vardir ki her n > np tek sayis ug
asal sayinin toplamidir.”

1937 ’de Vinogradov sozii edilen ng sayisint 33
olarak hesaplamistir. k = 37 | e; olmak iizere
bir n = Y 7_, p% dogal sayisina k-asalimst (k-
almost prime) denir ve k-asalimsi sayilar kiimesi
Py ile gosterilir. Golbach tahmini ile ilgili olarak
en iyi sonuglar Chen ’nin elde ettikleridir. Bun-
lardan bazilar sunlardir:

“p asal ve m € P, olmak lizere yeterince buyik
her cift. tamsay1 p + m bigiminde yazlabilir.”

“Sonsuz ¢oklukta p asal sayist igin'p+2 € Py
"dir.”

“2k > 2 i¢in p + 2k € Py olacak bigimde‘sonsuz
coklukta p asal sayis1 vardir.”

1959 ’da Schinzel, Goldbach tahmininin “her
n > 17 tamsayist ii¢ farkl: asal saymin toplam
olarak yazilabilit” Gnermesi ile denk oldugunu
gostermigtir. 1940 ’da Nipping 100000 ’e kadar
olan tamsayilar i¢in Goldbach tahmininin dogru
oldugunu gostermigtir. Asagidaki tabloda elde
edilen benzer sonuglarn listesini veriyoruz. Fakat
problemimiz héla ¢ézilememigtir:

Ada Yl Ust Smur
M. K. Shen 1964 3,3 x 107
M. L. Stein, 1965 10%
P. R. Stein
A. Graville, 1989 2 x 1010
J. V. D. Lune,
H.J. J. te Reile
M. Sinisalo 1993 4 x 10T
J. M. Deshouillers, 1998 1012
. J. J. te Reile,

H
Y. Saouter
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YAZARLARA

Dergimiz matematige ilgi duyan herkesi yazar kadrosunda
kabul etmektedir. Yayinlanacak yazilarin matematik ile
ilgili olmas1 diginda herhangi bir kisitlama yok. Fikir ver-
mesi agisindan su konulan siralayabiliriz:

* Konu sunuglari.

* Matematiksel diiglincenin defisik alanlardaki uygu—y
lamalarimi vurgulayabilecek yazilar.

Yillardir ¢Sztim bekleyerek yeni ¢oziilmis ya da
hentiz ¢dziilmemis {inli problemlerin tanitimi.

Matematige ilgi duyan O&frencilerin kendilerini
agmasina yardima olabilecek problemler.

Matematiksel kavramlar tarihi ve matematikgilerle
ilgihi yazilar.

Daha saghkl bir miifredat programini olugturmaya
yvonelik inceleme, elegtiri ve alternatif Sneriler:

Matematik Dilnyasindan giincel haberler.

Gonderilen yazilar aynen yaymlanabilecefi gibi biitiinligi
bozmayacak baz1 degisikliklerle de yaymlanabilir. Simdilik
olanaklarmmz yazarlara telif ticreti Sdemeye elverigli
degildir. Bu nedenle anlayigla kargilanacagimzi umu-
yoruz. . Génderilecek yazilann okunakh el yazisi ya
da tercihen daktilo ile ya da PC 'de Latex programi
vardimiyla, diizglin ve tam ciimlelerle, Tiirkge dilbil-
gisi kurallarina uyularak, Ustiste formill yiganlarmdan
kaguuilarak yazilmasi, bes sayfay: gececek yazilarda bolme
noktasi belirtilmesi rica olunur. Yazilar

.. Matematik Diinyasi _
Akdeniz Universitesi, Matematik Bsliimii,
07058-Antalya

adresine gonderilecektir.




