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PROBLEMLER VE COZUMLERI

Uyar:y: Dergimize aligtirma problemlerinin
¢ozumlerini degil, yalmzca yarigma problem-
lerinin ¢oziimlerini yollayimiz.

ALISTIRMA PROBLEMLERI

A181. 23 =298 — 42° = 0 denkleminin tim
tamsay1 ¢oziimlerini bulunuz.

A. 182. Agagidaki denklem sistemini ¢oztuniz:
z4+y+z=a
2? 4+ y? 4 22 = a2
P ITIY QNP QR
A. 183. a,b ve ¢ dogal sayilarinin ortak kat-
larinin en kicligii (OKEK), ve ortak katlarimin
en biyigi (OBEB), sirasiyla, [a,b,c] ve (a,b,¢)

olsun. z ve y dogal sayilarinin OBEB 1 de (z,y)
ile gosterilmek lizere

[a,b, ]

(@50 (a,b)(a,c)(b,c) = abc

oldugunu kamtlayimz.

A. 184. Herhangi 3 paralel dogru verilmig olsun.
3 kosesi bu dogrular iizerinde bulunan bir kare
¢iziniz.

A. 185. Cevrel cemberinin yarngapi 1 olan
bir tggenin, i¢ teget ¢emberinin yaricapi r ve
yukseklik ayaklarim kose alan tliggeninin ig teget
¢emberinin yarigapt 7/ ise, ' < 1 — %(1 +r)?
oldugunu ispatlayniz.

YARISMA SORULARI

Y.181. Herhangi bir ¢ dogal sa}dsl icin a'%4-a®+1
saywsinin bir bilesik say1 oldugunu gosteriniz.

Y. 182, P(x) = az? 4 bz + ¢ polinomunun her
tamsayida aldigr deger, bir tamsayimin dérdincu
kuvvetine egit ise ¢ = b = 0 oldugunu gosteriniz.

Y. 183. 2% + 3aty — 5x%y? — 152%y3 + 4wyt +
12y® = 77 denkleminin tamsayilarda hic ¢oziimii
bulunmadigim gdsteriniz.

Y.184. Bir ABC liggeninde g4, by, he
yikseklikler; [,,1;,l. aciortaylar; mg, my, m ke-
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narortaylar ve r igteget cemberin yarigapt olmak
uzere

gr Shothy+he <log+lp+1e <meg+mp+me
oldugunu kanitlayimz.

Y. 185. Digbhiikkey ABCDE beggeninde, ABC,
BCD, CDE, DEA iiggenlerinin her birinin alani
2, EAB tggeninin alam ise 3 ’tir. Besgenin
alanmi bulunuz.

COZUMLER

A171. Agagidaki- sayilardan  hangisi daha
buyuktur?

(1234567891)?, yoksa 123456789123456789,

Coéziim. Her dogal say1 n > 2 igin (n}))? > n7
oldugunu gosterelim.

()2 = nln!l = (1.23.n)(n..3.21) =
In]2(n—-1]...[k(n—k+1)]...[n.1]

Her b, 2 <k <n)igmk(n—k+1)=(n-—
k)(k—1)4+n > n oldugundan, yukaridaki ifadeden

(n))? > nn..n=n"

n defa
oldugu goriiliir.

A.172. Ardigk 10 tamsayidan en az birl geri
kalan dokuz say1 ile aralarinda asaldir; gosteriniz.

Coézum. n, n+ 1, .., n+ 9 ardigtk 10 tam-
sayl olsun. s > r olmak tizere, (n +r,n+s) =
(n+r,s—r)vel < s—r < 10 oldugundan bu
sayilardan en az birinin 10 ’dan kiigiik hig bir asal
say1 ile bolinemedigini gostermek yeter.

Sozu edilen sayilar arasinda:
2 ile boliinenlerin sayisi 5;
3 ile bolinen ve tek olanlarin sayist en gok 2;
5 ile boliinen ve tek olanlarin sayisi tam 1;

7 ile boliinen ve tek olanlarin sayisi en ¢ok 1
"dir.

10 ardigtk sayr i¢inde tam 5 tane tek say
oldugundan ve 5 tek sayidan 3, 5 veya 7 ile
boliinenlerin sayisi en ¢ok 2+ 1+ 1 =4 < 5
oldugundan, tek sayilardan en az biri 3, 5 ve 7
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tinemez. Bu tek sayr digerleri Coztm.
olacaktir.

art 1 ’e egit olan 1g¢ tane
lam1 bu sayilarn terslerinin
: ise, bu takdirde soz konusu
bir tanesinin 1 ’den biyuk

1 ’e esit olan ug¢ tane pozitif L .
. .. Cap1 1 olan dairenin kenara tagmarmas: igin onun
lim. Varsayima gore,

merkezi 20 x 25 dikdortgeninin kenarlarindan %
‘den fazla uzaklikta bulunmalidir ve dolayisiyla,
bu merkez, alan1 19.24=456 olan bir dikdortgenin
iginde bulunmahdir. Bundan bagka, dairenin
merkezi, her bir karenin ¢evresinden %— "den fazla
uzaklikta bulunmalidir, yani alam 34 %;— gekilde
gosterilen bigimde olan her parcamn disinda ol-
malidir.  (Sekile bakimiz.) Bu tiir pargalarn

= (zy=1)(z+y) <0, toplam alani en fazla

Cloz—y) <0,

<o 120(3+ ) = 360+ 30
-1 <

oldugundan ve bu son say1 da 360 + 30.3,2 = 456
‘dan kiigiik oldugundan, sozkonusu pargalarla,
alam 456 olan dikdortgeni ortmek olanaksizdir.

Dolayisiyla, karelerin hig birini kesmeyen ve 20 x
as1 a® — a® 4+ a = 2 denklemini 25 dikddrtgeninin digina tagmayan bir dairenin
< 4 oldugunu gosteriniz. merkezi igin yer bulmak mumkindiir.

Sonuncu esitsizlikten  kolayca
LT, Y ve % "den yalniz biri 1
ikisi ise 1 ’den kiiclik olmalhdir.

YARISMA PROBLEMLERI

Y. 171. A = 1—1—% + 5+ ot e Ve
_ i

B= 13341.2666 + TomEgses T - T seseama savilan

veriliyor. % nin bir tamsay1 oldugunu gosteriniz.

1

k+1

)=

Coziim. Her £ € N icin W{HT =
oldugunu ammsayiniz. Boylece,

> 2 ’dir. Boylece, 1

—1-4i41_1 L _1_
A=l=g+g5—3+ -+ 555 — 26

;1 6
+2)>22=4=a">3.
g =l gt o — 2 5 5+ F )

= a®+a esitliginin her iki yanim

— 1 1 1 1
—1+§+-~~+m—(1+5+~~+m)
= Z4+1=d+L>2=

P a
ca® < 2= ab < 4. 1

1 1 1.
771334 + 1335 +..t 2665 + 26667

< a® <4 olur.
@< fo 24 = (1353 + 555) + (335 + 3885) + -~

x 25 - dikdortgeninin igine, ke-
1 olan 120 tane kare atilmistir. (ks + L)
icine, capt 1 olan ve 120 karenin 2666 © 1334
meyen bir daireyi yerlestirmenin
kanitl — 4000 . _ 4000 . 4 4000 _
unu Xanivlayiniz. T~ 1334.2666 ' 1335.2665 '

2666.1334
4000B.

i
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Sonug olarak; -}% = 2000 *dir.

(Cozenler: Alp Simgck (fzmir—Bofnova), Cemal
Ozboga (Kocaeli) )

Y. 172, ag,ag,...,04; n tane farkh pozitif
sayr olsun (tam olmalart gerekmez). Bu sayilar
yardimiyla elde edilen tim mimkiin toplamlar
kiimesini diigiinelim (sayilarin kendisini de s6z
konusu kilmeye dahil ediyoruz). Elde edilen
toplamlar igerisinde, en azindan, M;il—) tane
farkli say1 bulunacagini kanitlayinz.

Coziim. Sayilarn artan sirada numaralanmis
oldugunu varsayabiliriz: a3 < as < ... < an.

Agagidaki sekilde toplamlan olusturalim:

a1 as
a + ap ag =+ an
ay +ap-1+ap ag + Ap—1 -+ Gy

‘ as +as+ ...+ an
01 +ag+ ...+ apy

Up—1 ' an
Ap-1 -t an

An—2
Op_3+ apn
Opn-2+ Ano1 +an

Buradaki buttin sayilarin farkl oldugunu gormek
zor degildir. Bunlann toplam says1 ise n + (n —

Do+ 1= (25 i

Tam ﬂ%'fl—) tane farkl toplamin ortaya gikacagr
duruma oOrnek olarak 1,2,3,...,n — 1,n dogal
sayilarini  verebiliriz. Ciinkt bu sayilann
vardimiyla toplamlar olusturursak, 1 ’den (1+2+
...+ n) ’ye kadar tiim dogal sayilar elde edebiliriz
ki bunlarin da toplam says1 ﬂ%“'—l—l “dir.

(Cdzenler : Alp Simgek (Izmir) )

Y.173. Bir dogru tuzerinde 50 parca veril-
migtir.  Agagidaki 6nermelerden en az birinin
dogru oldugunu kanitlayiniz:

(a) Pargalardan en az 8 tanesinin ortak noktas:
vardir.
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(b) Oyle 8 parca vardir ki, herhangi ikisinin
ortak noktas: yoktur.

Cozim, Pargalar icerisinde sag ucu en kucik
say1 olan parcaya [aj,b;] diyelim. Eger by nok-
tasini iceren pargalar sayisi 7 ’den fazla ise, o
halde problemin (a) dnermesi dogru olur. Eger
b1 1 igeren parcalar sayist 7 veya 7 ’den az ise,
o halde [a1, b1] ’den sagda bulunan en az 43 tane
parga vardir. Bu 43 parca icerisinde sag ucu en
kugik say1 olan pargaya [ag, bo] diyelim. Eger b,
noktasint iceren parcalar sayist 7 'den fazla ise,
problem ¢oztlmus olur. Fakat bu noktay: igeren
parcalar sayis1 7 veya 7 'den az ise, o halde by
’den sagda bulunan en az 36 parca vardir. Bu
sekilde devam ederek, ya en az 8 parcaya ait
olan nokta buluruz, ya da birbiriyle kesismeyen
oyle 7 tane [ay, b1}, [a2,02], ... , [az,b7] buluruz
ki, her &, (1 < k < 7) igin [ag,bs] ’dan sagda
en az 50 — Tk tane parga bulunmus olur. Bu
takdirde [a7,b7] *den sagda da en az bir [as, bs]
pargast bulunacaktir (50 — 7 -7 = 1 olmasmna
dikkat edin.) Boylece problemin (a) Onermesi
saglanmadig1 takdirde ¢ift-cift kesigmeyen en az
8 parganin bulundugunu soyleyebiliriz.

Y.174. Konveks ABDCEF altigeni verilmistir.
AD, BE ve CF kosegenlerinin her birinin
altigenin alanimi yariya boldigi bilinmektedir.
Bu kosegenlerin aymi bir noktada kesistiklerini
kanitlayiniz.

Cozium.

8 &;/\
A

R

Problemdeki - ozelliklere sahip bir altigenin
kosgegenleri bir noktada kesigmesinler. O halde
altigenin icinde bir PQR liggeni (sekile bakimz)
olugacaktir.

ABCD ve BCDE dértgenlerinin alanlarimn
egitliginden ABP ve EPD tggenlerinin alan-
larimin egitligi cikar. Gergekten,

A(ABP) = A(ABCD) — A(BCDP)
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= A(BCDE) — A(BCDP) = A(EPD).

Berizer gekilde,
A(BCR) = A(EFR), A(AQF)= A(CQD).
Ucgenlerin alanlarmin e@t]iéiﬁden
AP-BP=FEP-DP, CQ -DQ=AQ FQ,

ER-FR=BR-CR

olmiasi gikar. Bu egitlikleri taraf tarafa carparsak,
AP-BP-CQ-DQ-ER-FR
= AQ-BR-CR-DP-EP-FQ

elde ederiz. Lakin sonuncu esitlik miimkiin degil;
cunki

AP > AQ, BP>BR,CQ>CR, DQ>DP,

ER>EP, FR> FQ.

(Esitligin saglanmasi igin |PQ| = |QR| = |RP| =
0 olmali, dolayisiyla, P, @ ve R noktalan
cakigmalhidir.)

(Cozenler: Alp Simgek (Izmn"), Cemal Ozboga
(Kocaeli), Mert Ozkan Ocakoglu (Kocaeli)')

Y.174. Dizlemi bir kac bolgeye bolen n, (n >
2) tane dogru cizilmis ve bu bélgelerin bazilan
boyanmigtir. Boyama iglemi oyle yapilmigtir ki,
boyanmis bolgelerin ortak sinir yoktur (sinirlar
dogru pargalaridir). Boyanmug bélgeler sayisinin
%{nz +n) ’den

fazla olamayacagim kanitlayimz.

Gozum. Eger tiim dogrular bir-birine paralel ise
bu halde diizlem n + 1 tane bolgeye bolunmiis
olur ve bu durumda boyanmig bolgeler sayisinin
%(nz +n) ’den fazla olamayacagini kontrol etmek
zor degil. (Ornegin, n > 2 igin

1
l(nz—i—n):nn_!— >ng—t—1—:

3 3 ="T3 "

esitsizligini gozoniine alabilirsiniz.)

Simdi, n dogru icerisinde paralel olmayanlarin
da bulundugunu varsayahim. Her bir bolgenin
simirt farkli dogrulara ait dogru parcalarindan
ve/veya 1sinlardan ibarettir. Bu parcalara ve
minlara, uygun bolgenin kenarlar: diyelim. Her
bolgenin en az 2 kenar1 olacagl agiktir. $imdi
tiim boyanmug bolgeleri kenarlarinin sayisina gore
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simiflandiralim: mg ile 2 kenarr olan boyanmig
bolgeler sayisini; mg ile 3 kenari olan boyanmisg
bolgeler sayisini; ... ; nihayet, my ile k tane ke-
nar1 olan boyanmig bdlgeler sayisini gosterelim.
Ayrica, & min bu simiflandirmada maksimal say:
oldugunu varsayalun (yani, kenar sayis1 & ’dan
biiyiik olan boyanmig bolge yoktur.) Once my <
n oldugunu gorelim. Iki kenari olan herhangi
bolgenin kenarlan iki igindan ibarettir ve her bir
1sin yalmz bir boyanmg bolgenin sinin olabilir.
Her dogru tizerinde en fazla 2 1g1in bulunacagindan
iginlar sayist en fazla 2n ve dolayisiyla 2 kenari
olan boyanmig bolgelerin sayisi en fazla n dir;
yani, ms < n.

n tane dogrunun her biri en fazla n kisima
(parga veya 1sinlara) bolinebileceginden tim
parca ve iginlarin toplam sayist n - n = n?
sayisindan fazla olamaz. Ote yandan bu parga
ve 1stnlarim her biri yalnz bir boyanmis bolgenin
kenari olabileceginden, boyanmug bolgelerin ke-

narlarmmin toplam sayis1 n? ’den fazla olamaz.
Bagka bir ifadeyle,

2 me+3 ms+...+k-my <n? (*)
esitsizligi saglanacaktir.

Bizim amacimiz, boyanmig bolgeler sayisinmn
(yani, mg + ms +mg + ...+ my nin) istten tah-
minini bulmaktir. (*) esitsizligini de gozoniine
alarak sunlan yazabiliriz:

my + mg 4+ ma + ..+ my

_ 3mg + 3Imz + 3myg -+ . 4 3myg

3
<@+2m2+3m3+...+kmk‘
-3 3

n n? 1, .,
< —F ——= = ).
Sgtg=g0i4n)



