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GAUSS TOPLAMLARI iCIN ACIK FORMULLER
Ogiin Dogru
Ankara Universitesi, Fen Fakiiltesi, Matematik Boliimii, ANKARA

YAYIN KURULUNUN GORUSU: Ogiin Dogru, bu yazisinda, giintmiz anlayisina gore nereden  gikartildigy
bilinemeyen bir éngériiden (tahminden) yola ¢ikarak Gauss toplamlar i¢in bazi formtller elde etmektedir. Yazar bu
formulleri elde ederken ;
) 7
fuly= ke
k=1

ifadesindeki nayrik degiskenine gore tiirev ve integral almaktadir. Bu islemlerin, bilinen analiz kavram ve .
kurallar: ile tutarli oldugunu sdylemek olanakli degildir. Bu gozlemlerle, okuyucularimizm ilging bulacaklari ve belki
de O. Dogru'nun yéntemlerine yeni yorumlar getirecekleri ditgiincesiyle bu yaziyi sizlerin gériigtine sunmaktayiz.

Bu caligmada, Ek‘ J(s=12,...) seklinde tanimlt olan ve “Gauss toplamlari” olarak bilinen bu ifade igin
k=1
¢cift dereceli Bernoulli katsayilarint iceren formiiller elde ettik. Bu fornuilleri elde ederken [3] "de E. Alkan
‘1m yaptify gibi Bernoulli katsayilarimim elde edilmesi i¢in
X

e -1

fonksiyorumun  x=0 ‘daki Taylor agtlinun: kullanmak yerine, bilinenlerden farkli bir metot kullanarak,
sonugta Bernoulli katsayilarmi karsimiza ¢ikaran ve Gauss toplamlarinin agikea hesaplanmasimt saglayan
formiiller elde ettik. Ayrica bu formiilleri matematikgiler tarafindan c¢ok sik kullamilan bir bilgisayar
programi olan “Mathematica” programina da adapte ettik. Simdi bu formiilleri nasil bir metotla elde .

n
ettigimizi aciklayalim: Hemen belirtelim ki dogru bir tahmin Ekx , (s =12,...) toplamimn n degiskenine
k=1
gbre s +1. basamaktan bir polinom oldugu ve ayrica da bu toplami - £, (n) seklinde gosterirsek,

M m _

dns+l
~ ) 2
esitliginin saglanmasidir. Bu durumda § =1 ic¢in fi’—dﬁ—z(i@l =1 olacagindan, iki kez integral alinarak
n
722 )
fl(n)'-:—2—+ Cin+Cy ; ; ¢))
elde ederiz. (1) esitliginde f,() =1, £1(2) =3 esitliklerinin kullamilmasiyla,
y 1
Ci+Cy = E :
2C. 1t C 9 = 1

‘den ¢y :% . Co =0 bulumur. Bu degerler (1) 'de yerlerine yazihirsa,
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Sl = Y=o B MR @

elde edilmig olur. Benzer sekilde 8 = 2 igin i—:{&g@-: 2! olup, buradan ¢ kez integral alindiginda
i

£a0) =4 Dy + Dy + Dy ®
olur. (3)esitliginde £, =1, £,(2)=5, f,(3) =14 esitliklerinin kullamlmasiyla;
| ) ‘=%, D, =—;-, D3 =0 bulunur. Bunlarin (3) “de kullaniimastyla,
n 3 2
fz<n>=§k2=-’g—+ﬁz-+§ @

<1de ederiz. Bu metodu ardigik olarak uygular ve genellemeye ulasmak icin katsayilar: diizenlersek,

n

k=
n
zks =—;~n3+1n4+—é~2n2
k=1 2
Ek4=1n4+ n5+l-i~in3-——}—n
2 6 2 3 30

k=1
$wralaila, 1345676 15674 17, )
~ 6 23 456 30 2 3 4 42 2
Sealpyle 1345678, 156785 178. 1,
=~ 9 6 2345¢67 30 2.3 4°5 42 2.3 30
$0 L0y L0, 134567895 1567809, 1789, 19,
ot 10 62345678 3023456 42 2 3 4 30 2

darim gérebiliriz. Dolayisiyla



Ogiin Dogru

7
fsmy= st :—%ns +CS;0?’LS+1 +Cyn®” +C an™ St Csstns—(Zz*-l)

k=1

| yazabiliriz. Burada, r=0,1,2?,..,ﬂéu ‘dir. Sonugta

k=] P
olup, (5) den dolay1
st st 1
Cso=——=By;By =1, Cyy =————By 1By ==
S0 Grpo 00 L T T oy 2T T
st 1 st 1
Cyp =———B4;B ; Cy3 =————Bg;Bg =—
2 STy BT Cas (s—5)6l 7% g
s! 1 st 5
=—2 __p ;Bg ==} Cy5 ==—————Biq:Bjg =—"
AT G-ne T T 5T —oynor 100710 T
dir ‘ iii:—l—-s— sayuari ¢ift dereceli Bernounlli katsayﬂarl oiup,
6 30 42 30 66
~1)/
EkHE( )[ ]
i=0
- seklinde tammbdir (bak. [4] ). O halde
H
CSJ - B

olacaktir. (7) nin (6) ‘da kullamlmaszyla

(s— (2t —1))1(2:)!3 Z

s/zﬁ '
zks s! B 5 =(2-D)
L (s- =Dt

formiiliind elde ederiz. Diger taraftan

n
2(71(-1):;%2
k=1

esitliginden hatrcket ederek ve bu gahsmad]a kullanilan metot kullanilarak
5 /2]

ﬁ@k -Df=— @° ‘Zs—(zt-l)) st
k=l
olduBunun gosterilmesi okuyucuya birakilmistir.
S-S
k=1 k=l

olmast nedeniyle (8) *den dolay:

” 1 hﬁﬂm——*—“ o |
265 =25 20 4 : By S(2-D
g( ) 2" T &Gy 2"

yazabiliriz.

Tigili okurlar igin (8) ve (9) formiillerini “Mathematica” programlama dilinde verecek olursak (bakimiz

51

By ns~(2‘r~1)
o (=@ -y~

®

@

®

®
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(8) formiilii:
gls _T=n"s/2+ Sum[BernoulliB[2 * i * stn™ (s +1 - 2% 9) /(s + 1~ 2 * D) W2 %)), {1,0,5/2}]
seklinde, (9) formiili de

Hs = Sum[—BernoulliB[2%7]% sk2M (s+ 1= 2%i) % (28 (2% i =) = 1) xn/ (s + 1= 2 %7)
H(s +1=2%0) (2 %)), {7,0,5/2}]

n
seklinde olacaktir. - Bu formiiller yardimi ile segilen her s degeri igin E k* toplamimin acik ifadesini elde
k=1
etmek miimkiindiir. Buna ek olarak bu formiiller bizim agagidaki esitlikleri de yazmanuza imkan verir :

i"z _nn+D@n+1)
s 6

Zk4 |:n(n+1)(2n+1):1(3n +3n-1)
5

Zk6 {n(n+1)(2n+1)1(3n +6n° =3n+1)
] 7

Ekg |:n(n+1)(2n+1)}(5n +151° +50% 15713—nz+9n—3)

15

.....

il‘ﬁ _[n(n«}-l)}2
2

k=1 )
st |:n(n+l)} @nt+2n=1)
3

2k7 [n(n+l)] (3n4+6713—n2—4n+2)
6

Zkg [n(n+1)i| (2716 +60° + 1t =80 +n% +6n =3)

-----

2k-1* = |i"(4" —1)1 (120* =7)

5o 6_\72(4;12—1)~|(48n4—72n2+31)
E(Zk 1 { ) -

Z(Zk D {n(“n —1)1(320716—88071 +956n% —=381)

k=1

15
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.....

E(2k~1)3 =n2(2n? -1

k=1
i@k = 16n* - 20n% +7)
k=1 3
7 Z
E(kab 2(48;1 ~112n% +98n% =31)
3

.....

Bu son egitliklerin sag tarafindaki ifadelerin pay kismindaki polinomlarm katéayﬂan toplaminin kendi
paydalarina esit olmasi da ilgingtir.

Belirtelim ki bu esitliklerle birlikte  (8) ve (9) formiillerinin her birisi tiimevarnn metodu ile veya [3]
“deki gibi Bernoulli katsayilarim veren seri agilimindan ispatlanabilir. Ancak biz burada bu formiillerin
¢tkanlmasma iliskin yeni bir metot vermekle birlikte, bu metodu ardisik kullanarak Bernoulli katsayilarin
hi¢ hesaba katmadan da Gauss toplamlarinin hesaplanabilecegini gosterdik.
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Soru: Bir matematikei, evindeki duvar saatinin durdufunu farkettiginde, evinden qikip tig-dértyiiz metre
uzakliktaki bir evde oturan arkadagina gitti; arkadas: ile bir kahve igip bir siire sohbet ettikten sonra evine
donerek, saatini ayarladi. Matematikei saatini nasil ayarladi?

Yamit: Matematiki, arkadasimn evine kadar olan yolu ne kadar zamanda gittigini bilirse, problem
¢oziiliir, Matematikcinin, arkadaginin evine gitmek igin harcadigi zamana t, divelim. Matematikci, evden
¢ikarken saatini, diyelim ki, 9:00 a ayarlayip caligtirir ve sabit adimlarla arkadasimin evine gelerck onun
saatine bakar. Diyelim ki, saatin 9:15 oldugunu griir. Orada bir siire, (diyelim ki, 30 dakika) oturduktan -
sonra saate bakar (saat 9:45 olmustur) ve evine doner (vine sabit adimlarla). Eve gelince saatine bakar,
diyelim ki saatinin 10:30 oldugunu goériir. Demek ki, o evden ayrilali tam bir buguk saat olmus; bumum
yarim saati sohbette, bir saati ise yolda gecti. Buradan, t, =30 dakikadmr. Matematikgi, saatini 11:15 e
ayarlar.



