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MARKOV ZINCIRLER
TEORISININ ELEMANLARI

Sofia Ostrovska-Ceylan Yiicesoy
Dokuz Eylil Universitesi, Matematik Bolimii,
35230-IZMIR

Giris
Sunmak istedigimiz konuyu daha iyl algilamaniz

igin bir ka¢ ornek verelim:

Ornek (1) Oguz Han, labirentte (Sekil-1) yolunu
kaybetmis ve cikisi bulmak igin ugragiyor, ama
Tepegoz "in onu yemek icin bekledigini bilmiyor.
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Sekil-1

Oguz "un, Tepegdz onu yemeden Snce ¢ikisy (6)
bulma olasiligy nedir?

Diyelim, Oguz Tepegoz i dldirdi. Oguz 'un
achk ve susuzluktan &lmeden cikisi (6) bulma
olasihg nedir?

Bitin  bu sorular “problemin  matematiksel
modeli verildikten sorira cevaplanabilir.

Her "yol agzinda rotanin segiminin Oguz ’un
onceki gezisine bagh olmadigin kabul ederiz. Bu
sekildeki problemler Markov zincirler teorisinde
incelenir.

Iki tane basit, sematik crnek verelim.

Ornek (2) Bir dogru iizerinde pargacigin su
sekilde hareket ettigini disiinelim. Parcacik, ko-
. < ap = B olan
A ve B noktalarinda

Eger parcacik

ordinatlant A = a1 < as < ..

noktalar tizerinde olabilir.
vansitan bariyerler var.
bariyerlerdeyse,

A ’dan ay 'ye ve B ’den a,_; ‘e vansitilir,

Pargacik, aj,as,...a, noktalarimdan saga
dogru p olasilig1 ve sola dogru ¢ = 1 — p olasihig:
ile hareket eder.

Burada, tekrar Mark(;v zinciri elde ederiz.
Cinki parcacigin her noktadaki hareketi daha
onceki noktalardaki hareketinden: bagimsizdir.

- Ornek (3) Ornek 2 *deki durumun aynisim ele

alalim. Sadece A ve B'deki bariyerler yutan ol-
sun; yani, parcactk 4 'ya veya B ‘ye geldiginde
bu noktalarda kalir, baska yere gidemez.

Terminoloji ve Temel Kavramlar

Labirentteki yol agizlarina ve pargacik icin
ay,...a, noktalarina Markov zincirinin du-
rumlari denir.

Markov zincirinin n: tane durumu oldugunu
kabul edelim.i. durumdan j. duruma gelme
olasiligimi p;; ile gosterelim. Her durum
degisikligi bir adimda yapilir. Markov'un zin-
cir teorisinde her adimdan sonra p;; 'nin aym
oldugunu kabul ederiz. p;; sayilar: bir kare ma-
tris olugturur.
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matrisi bir-adim gegis matrisidir.

Geciglerden en az bir tanesinin  olugmast
gerektigi i¢in her satirdaki olasiliklarin toplami 1

’dir.

Orneklerimiz igin bir-adim gecis matrisini
yazalim.

(1) Oguz’un 1,2,3,4 yol agizlarinda yolunu rasgele
sectigini varsayalim.  Eger 5 ‘e gelirse Tepegoz
tarafindan yenilecek; eger 6 'va gelirse, labirenti
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terk edecek. (Bu sekilde, 5 ve 6 yutan durum-
lardir.)
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(3) Aligtirma olarak size birakilmgtir.

4. duramdan j. duruma ¢ adimda gecmenin
olasiigm p; ;(t) ile gosterelim. (¢, pozitif tam-
sayidir.) p; ; sayilar P(¢) matrisini olugturur.

Teorem 1. P(t+1)= P P(t).

Ispat. i. durumdan j-duruma (¢ 4+ 1) adimda
gegis agagidaki sekilde tanimlanabilir:

Ik 6nce zincir 1 adimda [. duruma geger sonra

t adimdal ’den j ’ye geger. (Sekil-2 ’ye bakiniz.)
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Bu semaya gore agagidaki n tane varsayimi ya-
palim:

H; = {i.durumdan /. duruma bir adimda gecis}
, ((=1,2,...n). Agk olarak, P(H,) =pig.
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Simdi, 4 = {i. durumdan jo duruma (¢ +
1) adimda gecis} , rasgele olaym diigiinelim.

O zaman P(A4) = p; ;{t + 1), kosullu olasihiklar
P(A|H;) = pi;(t) olur. Olasihigin Toplanma Ku-
ralini uygulayalim:

P(A) = 5: P(H)P(A|H)) veya
I=1

pi(t+1)=> pir-pi(t).
=1

Son formiil P ve P(t) matrislerinin P - P(t)
carpiminin elemanlarini verir. O halde, P(f +
1) = P P(t) ’dir.

Somug: P(t)= P! t=1,2,... (Tﬁrﬁevarlm ile
ispat yapilabilir.)

Tlk-gecis olasithgim f; ;(t) ile gosterelim. Bu, i.
durumdan j. duruma ilk defa olarak ¢ adimda
gegme olasihgidir. Tabii ki, f; ;(t) < pi;(t) olur.
Oyleyse fi,i(t), 4. durumdan 3. duruma ¢ adimda
ilk defa olarak yinelenme olasihgidir.

fi,5(t) olasihklarini bulmak igin aga@daki teo-
remi kullanabiliriz:

Teorem 2. fi;(1) = p;; ve

=1 ;
Fig() = pig(8) = Y piglt = ) fis(r) (t>2).

Ispat. ¢ = 1 icin esitlik agiktir.

t > 2 igin Olasihgm Toplanma Kuralim kul-
laninz. Agagidaki varsayimlan yapahm:

H, = {i. durumdan j. duruma ilk defa igin 7
adimda gegen zincir }, (7=1,...1).

A = {i. durumdan j. duruma ¢ adimda gecen
zincir }, rasgele olayim diigiinelim.

Oyleyse, P(H,) = fi;(r) ve P(A|H,

) =
pijt—7) (r=1,...t~1), P(A|H) = 1 ve



Sekil-3

Olasihgim Toplanma Kuralindan

t~1
i) = fig () + D pi(t = )i i (7)
7=1
elde edilir.

Ornek:  Ikinci ornegi (yansitan bariyerler
arasindaki parcacik) digiinelim. n = 4 ve p =
g= % alalim. Bu durumda bir-adim gegis matrisi

O O O
O O =
— Owi= O
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F(2) ve P(3) matrisleri sirasiyla;
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is olasihiklari igin Teorem 2’den f; ;(2) =
‘ (1)f5,; (1) = ps,;(2) elde ederiz, ¢linki
tim j in p; (1) = 0 ’dir. Bu olay asagidaki
sekilde goriilebilir. Eger parcacik ¢. durumdan 7.
duruma 2 adinda gelirse, bu 7. durumdan j. du-
- ruma 2 adimda ilk gelis olacaktir.
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Simdi ilk-gecig olasihklar: f; ;(3) ’e bakalum.
Teorem 2’yi kullanarak

Ji,i(3) = pii(3) — [ps5(2) f5 (1) + 155 (1) fi 5 (2)]

=pi;i(3) = ps(2) fi 5 (1)
vagabiliriz, ¢iinkd tiim p; ;(2) # 0 *dir. O halde,
fi;(1) # 0 durumunda, f;;(3) < p;;(3) olur.
Baoylece f1,2(3) = p1,2(3) ~ p2,2(2) f1,2(1) = 0 elde
ederiz.

Gergekten, pargacik 1. durumdan 2. duruma
nasil gelebilir? Tek Yol: parcacik 1'den 2’ye ilk
adimda gelir ve 1’den 2’ye bir adimda gelmeden
1’den 2’ye u¢ adimda gelme yolu yoktur. Oyleyse
1. durumdan 2. duruma tg¢ adimda ilk gegisi
yapmak imkansizdir. (Olasilik 0 ’dir!)

Simdi, f14(3) = p1,a(3) — paa(2fia(l) =
p1,4(3). Gergekten, parcacik 1. durumdan 4. du-
ruma igcten daha az adimda gecemez, Oyleyse
1’den 4’e gegis tabil ki ilk gecis olacaktir.

Simdi, f21(3) = é, p2,1(3) = 2. Bu durumda
f2,1(3) < p21(3). Pargacik 2. durumdan 1. du-
ruma ii¢ adimda nasil gelebilir? Iki yol var:
ay —» agzg —» g — d1 Ve ag ~> d; —> Ay — ap.
Birinci yolda ilk-gecis durumunu elde ederiz. Bu
mimkindiir ve f51(3) # 0. Ama ikinci yolda
ay ’den a; ’e 3 adimda gelis ay — a; adimindan
sonra (ilk-gecis) olacaktir. Benzer sekilde bagka
bagintilar: agiklayabiliriz.

yutan bariyerler durumunu
ile diistintin ve tim f; ;(3)

Aligtirma olarak,

— _ o, =1
n=4p=9q=3
degerleriut bulun.

i yutan durnmsa, her 7 igin

Ozel olar

)

t—1
Folti=p) = fis(n), t>2
7=1

5:,51) olasiliklary, Teorem 1 ile bulun-

Asagidaki formul

t
mig (1) = fii(7)
T7=1

sayist ¢ ‘den j ’ye ilk defa igin ¢ adimdan fazla
olmayarak gelme olasihigini verir.

Ornek: Oguz-Tepegoz orneginde mq 5(t), cikist ¢
adimda bulma olasiligidir.
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Genellikle, her yutan durum igin
mig = Hm (1)

limitine bakalim. Agik olarak, 7 ¢ Oguz’un gkt
bulma olasihig ve 7y 5, Tepegdz tarafindan yenme
olasthgidir. Yutan durum igin

m (1) = Efi,j(f) =pi;(t) (t>1)

T:l
olur (Teorem 2 ’nin sonucundan).

Bu formiil asagidaki sekilde agiklanabilir: . du-
rumdan j. duruma ¢ adimda gegis, ilk defa ya bir
adimda, ya da iki adimda, ... veya n adimda gegis
olarak anlaglabilir. Oyleyse, yutma olasihg su
sekilde yazilabilir:

o0
mig = Jim m(t) = fi().
T=1
Limitin her zaman meveut olduguna dikkat edi-

niz; ¢iinkii {; ;(¢)} sinrh, artan bir dizidir.

Agagidaki  teorem  yutma  olasihklarmi

dogrudan bulma yontemi verir:

Teorem 3. II tiim yutan durumlarin kiimesi ol-
sun. Oyleyse m; (i ¢ II, j €TI),

g = 9 PigTei+piy i1, jEI
agll

lineer denklem sistemlerini saglar.

ispat. Teorem 1 ’den

7
Piit+1) = piabay(t).
a=1
a €Il a# jigin pe;(t) = 0 oldugundan
Pi(t+1) = ) piabe;(t) + pigpis(t)
agll

elde ederiz. Agik olarak, p;;(¢) = 1 (yutan du-
rum!) ve

gt = ) piapa () +pi

T2

olur. ¢ -5 oo iken limite gegersek, teoremdeki
ifadeyi elde ederiz.
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Simdi, Oguz ’'un Tepegoz ’u oldirdigini
varsayalim. Oguz, eger yemeksiz T giin kala-

bilirse, kurtulma olasihgy @5 1 (1) + ms5,6(7T) olur
{(hem girigten hem gqikigtan gidebilecegini kabul et-
tik).

Prof. Vladimir Azarin’e ve Prof. Refail Ali-
zade’ye yardimlari igin tesekkiir ederiz.
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Elimizde Bulunan Sayilar:

Cilt 1 Sayui 1,2,3

Cilt 2 Sayi: 1,2,3,4,5
Cilt 3 Sayu 5

Cilt 4  Sayi: 1,2,3,4,5 .
Cilt 5 Sayni: 1

Cilt 6 Sayi: 1,2,3,4
Cilt 7 Sayi: 1,2,34,5
Cilt 8  Sayni: 1,2




