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Dordlincti  Antalya Matematik Olimpiyadimn
ikinci se¢me sinavi 15 Mayws 1999 Cuma giinii
saat 10:00 "da Akdeniz Universitesi merkezi ders-
liklerinde yapildi.

Bilindigi gibi, Antalya Matematik Olimpiyadinin
Birinci Segme Smavi 10 Nisan 1999 Cumartesi
gunii yapimuis ve olimpiyada tlkemizin cesitli
vorelerinden sekizytiziin tizerinde lise ogrencisi
katilmsts.  Lise I-II ve Lise IIT gruplarina
20°ger soruluk testler olarak uygulanan birinci
segme sinavi (bu sinavin sorularnin yanitlar: bun-
dan onceki sayuniz olan Cilt 8, Say1 2 ’de ve-
rilmisti) degerlendirildi ve Lise I-IT grubundan
38 ogrenci, Lise III grubundan 15 6grenci ikinci
segime sinavina gagrildi.

Ikinci simavda, her 1ki gruba 5 ’er sorudan olusan
klasik tip sinavlar verildi ve sinav siiresi olarak
2.5 saat stre tanimndi.

Diordiineu Antalya Matematik Olimpiyadi Tkinci
Secme Sinavinin sorularin ve ¢ozlimlerini agagida
BUYOruz.

1 sorular igin jurinin onerdigi ¢oziimlerle bir-
te vansmactlann degisik ¢oziimlerini de sunu-
Her zaman oldugu gibi, sevgili okurlari-
burada sunulan ¢oziumlere bakmadan once
-ozuimlerini iiretmege cahsmalarin salik ve-

Lise I-II Grubu Soru ve Coéztumleri:

Soru 1. Ondalik gosterimindeki biitin rakam-
lart aym olan ve & € N olmak tzere, 1+1999k
biciminde vazilabilen sonsuz ¢oklukta dogal say1
bulundugunu gosteriniz.

Cozim 1.1. Her p > 5 asal sayis1 igin biitiin
rakamlari 1 olan ve 14+1999.(¢tp), ¢ € N, bigiminde

~yazilabilen bir say1 bulundugunu gostermek yeter.
Bunun igin,
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a) = 1761,2 = 11,!’13 = 111, A = 111,
k tane

dizisini diisiinelim. Eger bu dizinin terimlerinden
biri 1999.p ile béliniiyorsa bu terimin 10 katinin
1 fazlast istenilen tirde bir sayidir. Aksi halde,
bu dizinin 1999.p "ye esit kalanla boliinen en az
iki terimi vardir (Neden?). Bdyle iki terimin fark

(11...1).10* = A.10°

bi¢iminde - bir olacak  ve. - 1999.p
‘ye bolinecektir. . 10% ve 1999.p aralarinda asal
oldugundan, bu farkin diger ¢arpam A = 11...1,
1999.p 'ye bolinmelidir: A = (1999.p).s,s € N.
Simdi, 10A 4+ 1 = 1+ 1999.(10ps) sayist iste-
nilen turde bir sayidir. Sonsuz ¢oklukta asal say1

sayl

bulundugundan, bu tur sayilarin sonsuz goklukta
olacagr agiktir.

Cozum 1.2. (Serhat Dogan, Sabri  Yilmaz,
Mustafa Bal, Ahmet Cetintas)

Fermat Teoremine gore,
101998 =1 (mod 1999)

01998k —

ve dolaymsiyla, her & € N icin 1
1 (rmod 1999). Boylece, her k£ € N icin

1999m = 101°98% -1 =99..9
N

1998k
saglanacak bicimde bir rn € N ve dolaysiyla,
1999n = 11...1
1998k
saglanacak bicimde bir n € IN vardir. Her tarafi
10 ile carparak 1 eklersek ve 10n = ¢ dersek,
11..1=1999 + 1
1998k

elde ederiz. k yerine herhangi dogal sayi konula-
bileceginden, boyle sayilar sonsuz ¢okluktadir.
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Coztim 1.3. (Alp Simsek)

10,110,1110,11110, ...

dizisine bakalim. Bu dizinin en az bir terimi 1999
ile tam boliniir; ¢unki, aksi halde, bu dizinin en
az iki teriminin 1999 ile boliinmesinden elde edilen
kalan aym olur. Bu tir iki terim

B=11.1
k41

{

ise (k < n), o takdirde,

A—-B 00...0

=11...1
S e
nek k1
sayist 1999 ile tam boliiniir; 1999 asal oldugundan,

11...1 0 sayis1 1999 ile tam boluntir.
e’

n—k+1

halci;, verilen dizinin 1999 ile tam boliinen u +
1 basamakh bir s = 11...10 terimi bulundugunu
soyleyebiliriz. Bu takdirde, s+1 = 1999k +1, k €
N bigimindedir. Simdi, her ¢ > 1 icin ut + 1
basamakh

sp = 11...1
wb 1

sayisim digliniirsek, so = s/10 olmak fizere

sp = 1040 DHg 4 10ut=2+1g o £ 10lsy 41

sayisinin da 1999k, +1, k€ N bigiminde oldugu
goriilir.

Soru 2. m? + (m+1)? = n* 4+ (n + 1)* esitligini
saglayan m ve n pozitif tamsayilarimn bulun-
madigim gosteriniz.

Coziim 2.1. (Servet Oksiiz, Hiiseyin Kadikoy)

Denklem, m(m 4+ 1) = (n® + n)(n® + n + 2)
bigiminde yazilir ve n® +n =1 denirse,

mm+1)=tt+2)=({t+1)2-1

bigimine getirilebilir. Eger esitligi saglayan pozitif
tamsayilar bulunsaydi, m ve ¢ pozitif tamsayilan
icin

Celigki. O

m? < {t+ 1)2 =miimEl< {m+ })“)

olmast gerekirdi. Bu miimkiin degildir.
Coziun 2.2. (Biunin Yenmez)

flz) = 2%+ (x+1)%, (# > 1) diyelim. f 'nin artan
fonksivon oldugu agiktir.

f(n?4+n) =2+ 40> + 40’ + 2n + 1;

Fn2+n+1) =20 +4n° + 80> + 60+ 5
“dir. Simdi,
a4+ D =22 140 460 +dan + 1
oldugundan,
f(n*+n) <nt+ (n4+1)*
< f(n*+n+1)
olur.

n?+4n ve n®4n+41 ardigik sayilar arasinda hic
tamsayi bulunmadigindan, artan  f fonksiyonu
igin f(m) = n* + (n + 1)?* saglanacak bicimde
m & N yoktur.

Coziim 2.3 (Ahmet Bombaci)

Parantezler acihp, gereken  kisaltmalar

yapildiktan sonra, denklem

m(m+1) = n(n+ 1)nn+1)+2]

sekline déniisiir. k = n{n + 1) denirse, denklemin
ifaclesi

m{m~+ 1) = k(k+2), (m, keN)

olur. Simdi, eger m <k olusa, m+1<k+1<
k+2 olur ve dolayisiyla, m{m+1) < k(k+2) olur.
Eger m > k ohursa, m -+ 1 > k + 1 ve dolayisiyla,
m-+1 > k+2 olur. Budurumda da m(m+1) >
k(k+2) olur. Yani, m(m+1) = k(k+ 2) esitligi
pozitif tamsayilarda saglanamaz.
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Coziim 2.4. (M. Bilge Badem)

Denklemi, m? +m = n*+2n®+43n° 4+ 2n bicimine
getirelim. Simdi, sol taraftaki ifade igin

n* 420 £ 207 Fn<nt +20° + 302+ 2
<nt4+on®+4n>+3n+2
ya da

(> +n)(n® +n+1) <n*+2n° + 30+ 2n
<(PP4n+1)n?+n+2)

esitsizligl saglanacagindan, k¥ = n? + n olmak

iizere,

Ek+1)<m{m+1) < (k+1)(k+2)

esitsizligl de saglanmalidir. Buradan, k¥ < m <
k -+ 1 olur. Fakat, iki ardisik tamsayi arasinda
bagka bir tamsay1 bulunmadigindan, problemdeki
egitlik pozitif tamsayilarda saglanamaz.

Soru 3. a, b, ¢ ve d herhangi pozitif reel sayilar
olmak tzere,

1 <1(1+1+é+16)
at+bt+ct+d —64'a b ¢ d

esitsizliginin saglandigini gosteriniz.

Cozum 3.1. a, b, ¢ ve d herhangi pozitif reel
sayilar olsunlar. Bu takdirde,

14 16
+

(a+b+c+d)( STt ot )

=24 (G4 )+ 0

+4(%+%)+2(?+%H4(4§b+%)
+8(%+%)z-

('S + Y > 2 egitsizligi kullamlarak)
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>224+24+4+8+44+8416=164.

Esitlik durumu, ornegin, a herhangi bir pozitif
reel say1 olmak tizere b = a,¢c = 2a,d = 4a
alindiginda elde edilir.

Cozum 3.2. Harmonik ve aritmetik ortalamalar
kargilagtirilarak,

64
1 1 4 1
ctrt i+ Y
8

=8 ~
1 1 1 1 1 1 1 1
sTetepteptoptaataztaa

b+ 2.8 44
§8£8—2—+—4—:a+b+c+d.

Cozum 3.3. (Bimin Yenmez)

Aritmetik ve geometrik ortalamalar
esitsizliginden:
a+b+c+d>4vVabed ;
11 4 16 _  ,/ 64 1
_ _ _ — > _— = .
a+b+c+d‘4 abed abed

Taraf tarafa carparsak, istenen sonug ¢ikar.

Cozum 3.4. (Ali Cevahir, Sabri Yilmaz, Serhat
Dogan)

Esitsizligi
(a+btct+d)(t+1+2+18)>64

biciminde yazarak, sol tarafa Cauchy-Schwarz-
Bunyakovski esitsizligini uygulayahm:

1 4 16
+otot

b d)
TRV R/ AL
GV ETY R
=(14+1+24+4)2=8%=64

\a—l—b—i-c—i—d)(

> (Vi
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Soru 4. Birinci terimi 2 olan ve ikinci teri-
minden itibaren her bir terimi bir dnceki terim-
inin rakamlarinim besinci kuvvetlerinin toplamina
esit olan (yani, ikinci terimi 25 = 32; {iciincii
terimi 3° = 2° = 275 olan) dogal say1 dizi-
sisinde birbirine esit en az iki terim bulundugunu
kanitlayimz.

Cozlium 4. Dizinin dordiincii terimi
25+ 75+ 5% < 105 +10% + 10° < 3.105

esitsizlifini - sagladigindan, dérdincii  terimin
basamak sayis1 6 ’dan fazla olamaz. ('f)yleyse}
beginci terimde 6.10% *ten kiiciiktiir ve dolayisiyla
basamak sayisi 6 ’dan fazla olamaz. Boylece,
dizinin tiim terimlerinin basamak sayisi 6 ’dan
fazla olamaz. Dirichlet Ilkesinden, dizinin te-
rimlerinden en az ikisi (aslinda sonsuz coklukta
terim) birbirine egittir.

Soru 5. Merkezi O ile -gosterilen bir
gember iginde bir C noktasi alimiyor ve OC
dogrusuna paralel olan herhangi bir [AB] kirisi
giziliyor. [AC|*4|BC|? toplamnin, [A B] kiriginin
seciminden bagumsiz bir sabit oldugunu ispat-
laymniz.

Cozim 5.

Gemberin yarigapi 7, |OC| = ¢; O ve C nokta-
larini lizerinde bulunduran cap [DE]; A *dan DE
'ye indirilen dikmenin ayagi F'; B 'den DE ’ye in-
dirilen dikmenin ayagy G; |[DF| =2 ve |AF| =y
olsun. Bu durumda, simetriden, |BG| = y,
|GE| = z olur ve

lAC)? =
|BC) =

(r~a:+c)2—§—y2, ’
(r—z—e)? +4°

oldugu kolayca goriliir:- Bu esitlikler taraf tarafa

25

toplanirsa, ;
2(r — 2)? 4+ 2¢% 4+ 297
2((r — )+ + %)
= 2(?”2 + CZ)

[ACP +|BCP

i

elde edilir, ki bu say1 [AB] kirisinin seciminden

bagimsizdir.
Lise III Grubu Sorular: ve Cozitmleri:

Soru 1. n ’'nin tiim pozitif bélenlerinin toplam
T(n) ile gosterilmek iizere, her n > 1 tek sayist
igin (T'(n))? < n* oldugunu kanitlaymiz.

Coziim 1. Once, n ve m aralannda asal ise,

T(mn) = T(m)T(n) olduguna dikkat edelim.

Boylece, eger n ’nin asal garpanlarma ayrilst
(n > 1 oldugunu animsayiniz)

71,7 r

n=piipy’ gt

ise,

T(n) = TEMT (@) T(p}")
olacagindan, sdz konusu esitsizligi p asal ve p >
3 olmak izere n = p" biciminde sayilar icin
gostermek yeter. Diger yandan,

TE)=1+p+---+p" <(1+p) =(T(p)

Dolayisiyla, iddiayt n = p asal ve p > 3 icin -
kamtlamak yeter. p asal ve p > 3 i¢in

@) = (1 +p < (E4p)? = T

< 3p° < p.

Soru 2. 27 +y" = z* 4 y* denklemini saglayan
tim (z,y) reel sayt ikililerini bulunuz.
Cozim 2. z = 0 ise, :
V=gt ytP -1 =0=ye{0,1}
© # 0 ise, £ = ¢ diyerek,
2 (1+17) = 2% (1 +1%)

elde ederiz. y # —=z oldugundan ¢ # —1 ve

boylece,
5 14tt
14147
ve buradan,
oo $ 144 Y=tz =17 1414
’ 14477 14147
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olur. O halde, denklemin ¢oziim kiimesi

, ST+ 11

14117

te RN\ {~1}}
“dir.
Soru 3. Her 2 > /2, y>V2 icin
2t — 2Pyt el — o ot s 2?4 y?
esitsizliginin saglandigimi kanitlayiniz.

e e g w4y . NG
Cozum 3.1. Sol taraf pra dir. =z > \/Z, y >

\/Z oldugundan
25 4y 228 4 98
x+y r+y
z® 490 2 b 2
= 20— = 2z? — 2y + v*) > 2t L 2
Tty ( y+yo) > y

Coziim 3.2. (Biimin Yenmez)
22 4+ y% = q olsun.

e +y? > 2y = py <

|

éyleyse,
eyt 227y — :L’By — eyt ay?

)

a
= q ——Ju(a—{-m) a? ««j(a-{—z

r>2vey> /2 oldugundan, 5‘~ >a=a’4y?
‘dir. Bunu yukarida gozoniine ahxsal\ ispat biter.

Goziim 3.3. (Murat Diigencioglu)

(-y'>0=
4By 4 62y? — 493;1;3 +yt >0 =
et =23y ey — wy® Hyt > 308y — Haly? + 3zy®.
Bmadan (fom]ecegl gz‘m x > \/Z ve y > /2 igin
3xiy~522y°+329° > 2 2 g2 oldugunu gosterirselk
is biter. Yemden duaenlelbek esitsizlik, (da:y -
: 1\("6 + y?) > ba?y? eﬂtsizhgme denk olur. 2% +
¥ > 2y olduounu gozoniine alirsak, QQLJ(uxy —
1) > 5z?y® esitsizligini kanitla nak bizim igin
erli-olacaktir. Sonuncu ise zy > 2 esitsizligine
ktir ki, bu da agikardir.
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Coziim 3.4. (Saban Degirmencioglu)

Esitsizligi s6yle yazahm:

e —y) =y (z —y) > 2?4 y¥ - a2y
(=9 =y") > 2? +¢° — 2y

(@ =)@+ v+ 2y) > o® + 47 — 2%y

(0% + 1% = 209)(2® + 4" + 2y) > 2% +y? — 2Py

z>V2vey>2 oldugundan, 2?2 + 9% - 22y >
w? +y? —22y? "dir ve Ste yandan, 22 +y?try > 1
‘dir. Bunlardan istenen sonug cikar.

Coztim 3.5. (Ramazan Karasahin)
z? = a,y? = b, 2y = ¢ dersek, esitsizlik

a2+c2+bz>a+b+ac+bc

sekline donitisiir.

a? + ¢? b2+ ¢?
5 > ac, 5 > be,
212
El_; > ab

egitsizliklerini taraf tarafa toplarsak,
a® +b% 4 ¢ > ab+ be +ac

elde edilir. Goéruldiigi gibi, ab + be + ac > a +
b+ ac+ be egitsizliginin saglanacagin kamtlamak
veter. Sonuncu egitsizlik ise, a > 2 ve b > 2 olmak
uzere, ab > a+b esitsizligine denktir ki, bu da gok
acik bir esitsizliktir.

Coziim 3.6, (Melih Onusg)
(@ —y)* (2> +y* + zy) > 0=
(=) (z~y)(*
(z—y)(=® -

Boylece, 2% > ‘2 ve f > 2 esitsizliklerini saglayan
Tvey 1@1 1§1n z? y > z? —H/ oldugunu gostermek
yeter. 2%y® > 2y% ve 2?2 y? > 2a? esitsizliklerini
taraf tarafa toplarsak, isimiz biter.

+y? +ay) > 0=
¥ > 0= 2t —2y® — w4yt > 0.

Cozium 3.7. (Kagan Kursungoz)

Esitsizligi soyle yazalim:
23z —y) — o (z—y)>2?+y? - 2%’ =

(@ =)@~

>:c +y 2
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= (z— ;1;)2(;1:2 +ay+y?) >ty — z2y?.

2 > 2, y* > 2 olinasindan dolay1, sag taraf her
zaman negatiftir. Sol taraf ise > 0 *dar.

Céziim 3.8. (Hiiseyin Acan)

Moorhead esitsizliginden, her z ve y igin % +y* >

23y + y3¢ olur. Dolayisiyla, ispati bitirmek igin

2% > 2% 4+ y? oldugunu gostermek lazimdir. Bu
ise 2% > 2 ve y? > 2 igin agiktur.

Coéziim 3.9. (Said Kalkan)

y =z icin esitsizlik z* > 22? = ¢ > /2 ile denk-
tir. Esitsizlikte z ve y simetrik bulundugundan,
y >  kabul edebiliriz: y = 2+ k, (k> 0). Yer-
ine koyarak baz diizenlemeler yaptiktan sonra,
esitsizlik

2%+ 22%k + 4%k + Sk + kY > 227 4+ 22k + k?

bigimine déniigiir. v/2 *den bityiik 2 ’ler igin 2* >
222, 223k > 2zk, 422k > k? ve
3zk® + k* > 0 oldugundan ispat biter.

Soru 4. Kenar uzunlugu 100 birim olan bir kare
icine yarcapr 1 birim olan n tane daire, kare
icinde bulunan ve uzunlugu 10 birim olan her
dogru parcast en az bir daire ile en az bir or-
tak noktaya sahip olacak bigimde yerlegtirilmiyse,
n > 416 oldugunu kanitlaymiz.

Coziim 4. Uzunlugu 10 birim olan parcadan
uzakliklan 11 gegmeyen noktalar kiimesinden

olusan sekle bakahm. Simdi, kareyi 50 tane,
eni 2 olan geritlere bolelim. Jeklin uzunlugu
12 oldugundan, her seride 8 tane olmak iizere,
50.8 = 400 tane sekli kareye yerlestirelim. 8.12 =
96 oldugundan asagida eni 4, uzunlugu 100 olan
bir bog gerit kalacaktir. Oraya da 2.8 = 16
tane sekil yerlestirebiliriz. Toplam 400 + 16 =
416 sekil yerlestirebildik. Bu gekilleri “doguran”
parcalarin her birinin en az bir daireyi kesmesi
gerektiginden her sekil icine en az bir dairenin

merkezl diismelidir.

D
O\

Dolaysiyla, daireler sayisien az 416 *dir.

Soru 5. Bir cember iizerindeki herhangi bir C'
noktasim [AB] cap1 uzerindeki herhangi bir D
noktasina birlegtiren dogru ¢iziliyor. C ’den AB
‘yve indirilen dikmenin ayags E; A ’dan CD ’'ye
indirilen dikmenin ayag1 F' ile gosterilmek iizere,

|DC||FC| = |BD||EA|
oldugunu ispatlayimiz.

Cozum 5.

CAB dik tiggeninde,
CE!Z =

|AE||EB|



= (|AD|+|DE))|EB|
CED dik iiggeninde,
IDC|* = |CE|* +|DE)* .
Boylece,
|DC|? = (|AD|+ |DE|)|EB| + |DE|* .
Ayrica, A,F,B,C cembersel oldugundan,
IDCIIDFl = |AD||DE)|
dir. Son iki esitlikten,
|DCP +|DC||DF|
= (|AD| + [DE|)|EB|+ |DEJ* + |AD||DE|
= (|AD[+ [DE])|EB|+ (|AD| + |DE|)|DE|
= (lAD| + [DE|)(IDE| + |EB|)
= |AE||DB|
Béylece,

|DC|.|CF| |DC|(|DC| + [DF])

|DC|? + |DC||DF|
|AE||DB].

0

[l
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Duginmeyi sevenlere bir soru:

Belli bir yonde hareket eden bir trenin 5.5 saat
harekette oldugunu varsayalim. Trenin, bu bes
buguk saatten, her bir saatlik sirede aldige yolun
100 km/saat oldugu soylenebilir mi?

Coéztim.  Yeterince dustinmeden “evet” de-
meyiniz; ¢unkd, ortalama hizin 100 km/saat ol-
mast gerekmez. Ornedin, bes buguk saatlik sirey:
yarim saatlere bolelim. 11 tane yarim saat elde
ederiz. Trenin huwz, ik yarm saatte v, 0 < v <
100, tkinci yarm saatte 100 — v, dgtinct yarim
saatte v; kisaca, tek yarim saatlerde v, ¢ift yarim
saatlerde de 100 — v km olsun. Bu durumda, bes
bucuk saatlik sirenin her bir saatinde tren tam
100 km yol alir. Fakat, trenin ortalama hiz

6v+5(100—v) 500+ v
5,5 T 755

km/saat

Vor =

olacaktir. Yalniz v = 50 olmas: halinde ortalama
hiz, 100 km/saat olur; geri kalan hallerde,

1000 1200
11 ST

dir.




