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Bizlerden herhangi birimizin aritmetik dizi ile ilk tanigikhgi 1 *den 10 ’a kadar saymay1 6grendigimiz
andan baslar. Geornetrik dizi ile tanigiklik nispeten geg baglar: 2 'nin ardistk kuvvetlerini hesapla-
mak “agkima diigtiigiimiiz” andan. Boylece, matematige yakin veya uzak bizler -hepimiz-, belli bir
dlgiide, aritmetik (geometrik) dizi “uzmamyiz”. Oyleyse, dogal olarak ortaya soyle bir soru cikiyor:
Matematigin 100 yillardan bu yana ¢ok iyi bilinen bir dalinda matematikseverlerin ilgisini cekebilecek
sorular bulmak miimkiin miidiir? Evet, mimkiindiir! Buna inanmak isteyen okurumuza bu yaziyl
-sabirla- sonuna kadar okumasini tavsiye ediyorum.

BIRAZ TEORI ...

ai, as, Az, ..., apy - - dizisinin, ikinciden baglayarak her terimi, bir onceki terim fizerine ayni bir sabit
eklemesiyle elde edilirse, bu diziye bir aritmetik dizi denir:

gy =a1+d, az=ay+d=0a;+2d, ag=as+d=a1+3d,... ay = an_1+d=a;+ (n—1)d

Boylece, aritmetik dizinin n. terimi a, = a3 + (n — 1)d formiili ile bulunabilir. Burada a; ’e ilk terim
ve d 'ye dizi fark: denir.

Ornekler: 1) 1L,23,...,n,... (a1=1d=1);
(2) =2,5;-1,5;-0,5;0,5,... (a1 =—2,5;d=1);
(8)5,5,5,...(a1 =5;d=0)

Aritmetik dizinin ilk n teriminin toplanm formiili.

a; +apn
—_.7

Sp=artart o tan = =

{Bu formild kanitlamanin bir yolu goyledir: )

=dar+az+ -t an_1+an ve Sy = an + Gpo1+ - -+ ag + ag esitliklerini taraf-tarafa toplarsak,
{ar +an)+ (a2 +an-1) + -+ (an-1+ az) + (an + a1) olur. Diger yandan, her 1 < k <n icin
—k+1 = a1 + ap oldugundan 25, = n{a; + a,) ve S, = “—%&.n olur.)

Aritmetik diziyl nitelendiren 6zellik. aj,as, -, ay, - dizisinin bir aritmetik dizi olmasi igin
ve yeter kosul, her k =2,3,-- -, (n—1) icin a5 = b—gﬂ esitliginin saglanmasidir.

cten, soz konusu esitlik saglamirsa, 2a; = ag..; +agy; ve buradan da gyl — Ak = Q) — Q1 =
:—ay = dolur ki, bu da (az) dizisinin bir aritmetik dizi oldugunu gosterir. Kosulun gerekliligini

Sonug. Her 1 <7< kigin a = a—’““igaﬁ 'dir. Yani, aritmetik dizinin k.terimi, kendisinden “sagda”
ve “solda” aym “uzaklikta” bulunan komgularnin aritmetik ortalamasina egittir.

Bu sonucu kullanarak agagidaki problemleri gozmek zor degil:

Problem 1. Aritmetik dizinin 63.terimi sifir ise, ilk 125 terimin toplami nedir? (Yamt: Sifir;
fd.terimin ilk 125 terimin tam ortasinda bulunduguna dikkat ediniz.)

Problem 2. Bir aritmetik dizinin ilk k terimin toplamina Sy diyelim. Eger bir n ve bir m # n igin
Se = S = 1999 ise, Spqm neye egittir? (Yamt: Sifir)

Geometrik dizi. b1,bs,b3,---,b,, - - dizisinin, ikinciden baslayarak her terimi bir dnceki terimi aymi
bir sabitle carpmakla elde edilirse, bu diziye geometrik dizi denir:

by =b1.q, by =bo.qg = b1.g%, bs=1b3.0=1b1.¢° ... by =bn_1.g = by.g""L.
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Boylece, geometrik dizinin n. terimib, = b;.¢""1 | (n=1,2,...) , formiili ile bulunabilir. Burada

by’e dizinin ilk terimi ve q’ye ise dizi ¢arpan: denir.

Ornekler: (1) 1,2,4,8,16,... (b1 =1;¢=2);
(3)5,5,5,... (b1=5,q=1)

Geometrik dizinin ilk n teriminin toplami formiili.

1—q"

1—-g¢

Sp=by+bs+ -+ b, = by , (n=1,2,3,--1).

Bu formiilii ispatlamak igin, dnce ok onemli olan (1—¢)(1+¢+¢?+ - -+¢"1) = 1—¢" Szdesliginin
dogrulugundan emin olmalisiniz: parantezleri agin ve sadelestirme yapin; bundan sonrasi “gocuk
oyunu” ’dur:

. [
Spo=by+big+big® + -+ big" P =b (1 +g+gP+ ") = by g

1-g¢

Geometrik diziyi nitelendiren &zellik. by,bs,---, b, dizisinin bir geometrik dizi olmasi icin
gerek ve yeter kogul, her k = 2,3,---,(n — 1) i¢in bp = /br_1bx41 veya 6;‘; = bg—1.bpp1 esitliginin
saglanmasidir. '

(Bu esitlik saglanirsa, 9’;—?}*— = bfkl = .. = %1 = ¢ ve buradan da bgy1 = by.¢ bulunur. Kogulun

1
gerekliligini de siz kontrol ediniz.)
Sonug. Her 1 < ¢ < kicin by = /br—;.bpys 'div. Yani, geometrik dizinin k. terimi, kendisinden

“sagda” ve “solda” aym “uzaklikta” bulunan komsularimin geometrik ortalamasina esittir.

Bu sonucu kullanarak asagidaki problemi ¢ézmek zor degil:
Problem 3. Geometrik dizinin 63. terimi 2 ise, ilk 125 terimin garpimi nedir? (Yanit: 2125)
Sonsuz azalan geometrik dizi ve onun toplami formuli:

Sonsuz geometrik dizide dizi garpani ¢ icin |g] < 1 esitsizligi saglanirsa, buna sonsuz azalan geometrik
dizi denir. Yukanda gérdiigimiiz 14q+¢%+.. . 4¢"" ! = 1—1:;%1- formiilinde |¢] < 1 oldugunu gozéniine
alarak n — oo i¢in limite gecerseniz, ¢ ’larin kuvvetlerinden ibaret sonsuz toplam igin ¢ok pratik (ve
universite egitiminizde de sik sik kargilagacaginiz) agagidaki formilii elde edersiniz:

5 \ 1
Lhgt ook =g, (gl <)
(Limit bilmeyenler, (1 — ¢)(1 + ¢ + ¢% + ¢® + -+ ) ifadesinde parantezleri formal olarak agsinlar ve
“artilarin” “eksileri” nasi gotiirdigiini zevkle izlesinler.)

Boylece, ilk terimi by ve dizi garpani q olan sonsuz azalan geometrik dizinin toplami

butbig b big’ oo big = b

olur,

1l

6rnek:1+%+;—2+2}§+”.—_—l_}; 9.

22
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1ETIK DIZI KONUSUNDA BiR KAG PROBLEM

fem 4%, Terimleri farklh dogal sayilardan ibaret olan 1001 terimli Oyle bir aritmetik dizi
uz ki, terimlerin ¢arpimi bir tamkare olsun.

1. 1,2,3,---,1000,1001 dizisini alahim ve yazihmin kolayhgi icin 1001! = k diyelim. Simdi,
--1000.1001 = 1001! = k esitliginin her iki yanim k1%t ile carpalum:

(1.k).(2.5).(3.k) - - (1001.k) = k.k100F = 1002 — (3501)2

g1 gibi, 1.k, 2.k, 3.k, - - -, 1001 .k dizisi, 1001 terimli bir aritmetik dizidir ve terimlerin ¢arpim
karedir.

lem 5*. Dogal sayilardan olusturulmus aritmetik dizinin terimleri icinde ya hig tamkare yoktur,
. sonsuz ¢oklukta tamkare bulunur; kanitlayinz.

iim. Tim terimleri dogal sayilar ve dizi fark: d olan (a,),n = 1,2, - aritmetik dizisinin bir
in tamkare oldugunu varsayalim: a; = s*. Bu takdirde her t € N icin n = & + 2st 4 t?d olmak
=re. dizinin » numarali terimi a,, ’ye bakalm:

an = ap + (2st + tzd)d = % 4 2std + (td)2 =(s +td)z = a, = (s+ ‘)‘,d):2

2t her t € N igin n = k + 2st + t2d numarali terim bir tamkaredir.

Problem 6. Aritmetik dizinin ilk & teriminin toplami Sy olmalk tizere
Sn Sm Sp
n(m p)—I—m(p n)—{—p(n m)
zidugunu gosteriniz.

Cdzitm. Her t € N icin S, = 91t% k= 2a14(k=1)d 1 oldugunu gozoniine alirsak esitligin sol tarafi
G ) 3 g g Sitig

%{[Qal + (n — D)d](m —p) + [2a1 + (m = 1)d}(p — n} + [2a1 + {p — 1)d}(n — m)} =

= Zlln—1)m—p) + (m = Dp— )+ (p = 1) = )] =0

Slur.

Problem 7. ai,as;---,a,, dizi farki d olan bir aritmetik dizi ise,
1 1 1 1
A= + e e &
a10G203 20304 a3a40as5 Up—20n—10n

foplam neye esittir?
Coziim. ay —ag—2=2d , (k=3,4,--) oldugundan
1 1 1 1

Qp—20k-10r  2d Qr_2ap-1  Qp-10%

=:itligi her k > 3 icin saglanir. Bunlan taraf-tarafa toplarsak,

1,1 1 1 1 1 1 1.1 1
A= grl—- + - ot -

2d tajay  asaz  asas Az Un-20p-1  On-10n 2d “ajay Gn_10n

=1de ederiz. Ornek olarak,
1 N 1 N 1 i 11 [1
1.2.3 234 345 97.98.99 272

1
98.99

1.
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GEOMETRIK DizZI KONUSUNDA BiR KAC PROBLEM

Problem 8. (a) Bir geometrik dizide 27, m ’inci yerde; 8, n ’inci yerde ve 12 de p ’inci yerde ise, m,
n ve p sayilart arasindaki bagintiy: bulunuz.

(b) 7, 8 ve 9 aym geometrik dizinin terimleri olabilir mi?

Coztim. (a) Verilenlere gore, 27 = by.¢™~ 1, 8 = by.¢"~! ve 12 = by .q?~! “dir. Buradan,

27_ m—n g_ m—p 27 m—p _. gn’h—-n
e v = s Sy Gren s
3
(-2-)3(’”“?’) = (g)z(m“”) =3m—p)=2(m—n)=>m+2n=3p.

(b) (a) sikkina benzer sekilde yaparsak,

8 9
Zy~n . (Zym-n g gm—n p—m
(Gp" = (=
elde ederiz ki, bu esitlik hig bir n, m, p dogal sayilar igin saglanmaz.

Problem 9. A=3+4334+3334 ... 4 33..-3 ifadesini sadelestiriniz.

100 tane
Cozim.
A = 3[Q+11411+ -+ 11.--1]
. 100 tane
10—-1" 100—1  1000—-1 10100 — 1
= 3] 5 + 5 + 5 +...+_9__
1. 1-—10100
= %[(1o+ 107+ 10° + -+ - 4 101%%) — 100] = F (10— ~100]

- %(10100 —91).

Problem 10*. S(z) =z + 22?7+ 32° + - - + nz" ifadesini sadelestiriniz.

Coziim. ‘ ;
S@) = @+’ 42+ 42"+ (2P + 2+ @ et )
+ o (@ ) 2" ‘
r — pntl xz — gn+l Q;,S - mn-}-l 2" — (L‘n+1
T o1z -z =5 T I,
1
= 1_x(a:+xz+$3+-~+x”-«n.:z:"“)
1 x—a™tt - 1
= — (= Tty —(n pntl gy pnR)
= 1~a:( T n.z"t1) (1_$)2[x (n+1)z n.z"t?]

(Limit bilenler, |2] < 1 igin n < oo olmak {izere limite gecerlerse,

2, 9.3 = z
z+ 2z° + 3z +"'+na:n+"‘—m

elde ederler.)
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ARITMETIK VE GEOMETRIK DIZILERE AIT KARISIK PROBLEMLER

Problem 11. Ju dzelliklere sahip 4 sayry1 bulunuz: Sayilann ilk tigii geometrik dizi, son iicii aritmetik
dizi olugturmaktadir. Ayrica, bagtaki ve sondaki iki sayinin toplaru 21, ortadaki sayilarin toplami
ise 18 ‘dir.

Cozim. Sayilara a, b, ¢, d dersek, verilenlerden

b* =ac, 2c=b+d, a+d=21, b-tc=18

. .. . P e oo : 5 9
denklemler sistemini elde ederiz. Buradan 2 tane ¢dziim takimibulunur: {3,6,12, 18} ve {745 \ 44 , ‘47, i
Problem 12. Bir diizgiin 1001-genin her kosesine bir pozitif sayi yazilmistir. Soyle ki, her bir
sayl hemen “saginda” ve “solunda” yazilmig komsularinin ya aritmetik ya da geometrik ortalamasina
esittir. Kogelerde yazilous tiim sayilarn birbirine esit oldugunu kanitlayimiz.

Coziim. Sayilar i¢inde birbirine esit olmayanlarin varligini farzedelim ve tiim sayilarin en kiigiigiine
m diyelim. Bu takdirde m yazilmig &yle bir kése bulunacaktir ki, onun en az bir komsgusu m ’den
bilyiik olacaktir. m yazlmis kdsenin saginda ve solunda yazilmus sayilara a ve b diyelim. Varsayima
gore, a ve b ‘den en az biri (diyelim ki, a) m ’den biyiktiir: @ > m , b > m . Boyle olunca, —L >m
ve \/ab > m esitsizlikleri saglanacaktir ki, bu da problemin kosuluy]a bir celiskidir (m sayist ya ——t—
ye, va da /ab “ye esit olmal idi).

Problem 13*. al, ag, ..., an dogal sayilardan ibaret ve dizi farks sifir olmayan bir aritmetik dizi ise,
-L +o+ o toplanu bir tamsayi olabilir mi?

Bu sorunun cevab1 ‘haynr” *dir; fakat bunu kanitlamak kolay degildir. (En azindan ben bunun ispatmi
bilmiyorum.) Biz burada bir ézel durumu incelernekle yetinelim: & ve n dogal sayilar olmak iizere,
1 1 1 1

=ittt i

aminin hi¢ bir zaman bir tamsay1 olamayacagmi gosterelim. Ispat basit bir gerceklige dayaniyor:
Lo+, k- n ardigik sayilar dizisinde 2 nin en biiytik kuvvetine boliinen say1 bir tanedir. (Aksini
rak, boyle sayilarin en az iki tane oldugunu digtinelim: p.2" ve ¢.27. Burada p ve ¢ tek sayilar
< ¢ 'dur. Bu iki say1 ardigik say1 dizisinin terimleri oldugundan p.2" nin yamsira (p+1)2" sayst
u dizide bulunmahdir. Fakat p+ 1 bir cift sayr oldugundan (p + 1)2" sayist 2"+ ’e boliinecektir
bu da 27 ‘nin se¢imi ile gelisiyor.)

di, b,k + 1, k4 n dizisinde 2 'nin en biiylik kuvvetine boliinen say1 bir tane oldugundan, /
amini ortak paydaya getirerek kesir biciminde yazdigimizda, kesirin paydas: bir ¢ift say1, pay: ise
ir tek say1 olacaktir ve dolayisiyla, J bir tamsayr olamaz. (Aynntilar [1] kaynagmdan (problem No
5.10) bulabilirsiniz.)

Bu konuda bagka bir ilging problem goyledir:
Problem 14%. ay,ds,...,a,,... dogal sayilarin herhangi aritmetik dizisi olsun. Bu diziden

1 1 1
+ -

k1 ko Akr

saglanacak bicimde agy,aps, ..., ag, terimleri secmek her zaman miimkiin miidiir?

Bu ¢ok zor sorunun yamti biiyiik ihtimalle, “evet” ’tir, fakat ispatim bilmiyorum. Bir omek ver-
mekle \etmehm @y, as, -, ay,. .. dizisi ¢ift sayilar dizisi olsun. 1 ’in ¢ift sayilar izerinden bir siirii
ayrigimy” yazﬂabﬂxr.

1—«1+1+1+1 1+1+1+l+1+ ve digerleri
27476 12 27476 36 S
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(1 "in tek sayalar dzerinden bir "aymgiemm® bulabilic misiniz?)
ARITMETIK DIZILER VE SAYILAR TEORIiSI

Aritmetik diziler konusunda en zor problemler, dogal olarak, sayilar veorisinde asal sayilarla ilzili
olarak ortaya gkmaktadsr. Bunun klasik droedi meghor Dirichlet Teoreridic. (1788 yilinda Fransiz
matcmatikgi Legondre tarafindan formiile ediliig ve yalmz 50 yil sonra- 1837'de Alnan matematikei
Dirichlet tarafindan ispatlannog teorem. )

Teorem (Dirichlet). a ve d aralannda nsal olmak tizere, o, o + d, o + 24, a + 34, ... aritmetik
dizisinde sonsuz coklnkty axal sayr bulunur,

Gayet masum gariinen bu teoremin ispat cok zordur, Lakin #62 konusu teoremin bazs 52el duramlan
kolayen ispatlanabilic. Buna bir problem scklinde verelim:

Problem 15. (a) 30+ 2 ; (b} 4n+3 ; (e} Gn+5,(n = 1,2.3,.. ) biciminde sonsuz coklukia asal
aay1 bulundugung kantlayimg.

Cgiim. ispatlar bitbisine benzediginden, sadece, 6n45 bigiminde gasterilebilen asal sayilar sonsuz
soklukea oldufunn knutlayalm. (Gorecefiiniz gibi, ispat, asal sayiann sonsuzlugu hakkmda Ollid'in
meghur tspatina cok benziyor. )

6n + 5, in € N) geklindeki asallarin sonlu tanc olduguou varsayalun: py,ps, o, e Sovle bir say
olugturalien:
mo = bppy o pa—1=8{pips---pn—1)+3 .

Ko = prpa - P = 1 dersck, g sayisuun Gkg ++ 5 bigiminde oldugunu séyleyehiliriz, Simdi, ser ng asal
ise, o halde 6k + 5 geklindeki asallann, sadece, py,p, . . ., pu savilan oldufu varsuyinu dogro elinueyor
{giinki np da bu bigimdedic ve py, ps, ... 'den farkhdir). Tersine, effer ng = ks + 5 sayis bir asal
#ay cefilse. o halde omun muhakkak Gk + 5 bigiminde bir asal carpam olacaktir (giinki fg'in biitiia
asal garpanlan 6k 4 1 bigiminde olsa idi, bu sayiun kendisi de 6k + 1 biciminde olemal idi). Igte, ng
‘i sozkonusu asal qarpam Gk + 5 bicuninde elmasinn eagmen, py,py, . .., po salarmdan hie Liirisi ile
gabagmuyor ve bu halde de bir celiski elde stmis aluruz.

Asal sayilanin dofal sayilar kiumesinde dagihms hakkmda olumly bilgi veren Dirvichlet Teoreminin
yamsira, agafadaki problemde ifade edilen “olumsnz” gerceklik cok ilginglir ve bu probilemi ilk defa
goren okuyucumuzun samracagina inantyorum. (Sasirtier elan, problemin zor gogiikumesioe kargn
onun cogumanun basitligdic!)

Problem 16. Istenilen kadar biiyik dogal say1 n verilsin {ornegin, n-milynr veya trilyon olsun).
Iglerinde bir tane de asal bulunmayan n taae ardhak dogal sayinim varhgum gostcriniz,

Coztm., lepsi bilegik sayr olan n tane ardigtk sayi dizisine bir ormek soyledir:
(Rl +2,(n+ I+ n+ 10 +4 - (n+14(nsl) .
(Birinci says 2'ye | ikinci say1 3'e | Gelinch say1 4'e ve diferlerine balandr).

Smyilar Teorisinde gok ilging (ve ilging aldugu kadar da ¢ok 20r) kenulardan birisi de “tim terimleri
asal olan aritmetik diziler’ konusudur. Bayle dizilere bundan sonea, kisaca, AAD diyecefiz. AAD 'ler
hakkinda neler soylenchilir? Bir kere, sie konusu aritmetik dicilerin dizi farkini bir cift say olacag
agiktir. Dizi Tarks 2 olau AAD bir tanedir: 3,57, (Bir tane olma schehi gayet apk: 3 ardigk tek
saywlan biri 3'e boliindir), 1k terimi 3 olan bir sini 3-terimli AAD gistermek mimkindir. Orpegin,
13,7, 11}, {3,11, 18}, {3, 13, 23), {3,17,31), {3,24,43), {3, 31, 69), {3, 37, 71), {3, 41,79},

13,43, 83) ve digerler),

Dizi farky 6 olan 3-terimli AAD “lerin sonsue goklukta oldugu diiginilmekiedic ). Oruekler:
(8,11, 17}, {151,157, 163} v diferleri, Fakat, dizi farks 6 olan 5-terimli AAD bir tanedic: { 5, 11,
17, 23, 20 }. (Bir tane tck olmasinm sebebi: Teritolerin biri § 'e balinmek zoruwdadir, |
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istenilen kadar gok olan AAD ’ler var midir? Bu sorunun cevab: bilinmiyor, ve bilinme
fazla degil. Ancak, 6rnegin, 12 terimli bir AAD 6rnegi bilinmektedir [4] : Tlk terimi
fark: 30030 olan arltmetlk dlZl '

<

lere alt ortaya atilan ilging bir hipotez soyledir:

i > 1 herhangi bir dogal say: olsun. Eger d dogal sayisi n ’yi asmayan her asal sayiya
, bu takdirde dizi fark: d ve terimler sayis1 n olan sonsuz ¢oklukta AAD ’ler vardir.

daha vurgulayalim ki, bu sadece bir hipotezdir.

onunda, aritmetik ve geometrik diziler konusunda bilgilerinizi daha da gelistirmek icin
& nizi istedigimiz bir ka¢ problem oneriyoruz:

lemler

..y bir aritmetik dizi ve sinap, sinas, ..., sina, de bagka bir aritmetik dizidir. sina; = %
% = —% olduguna gore sinay neye esittir?

spatlayin:

44..4 — 88..8 = (66..6)°
gy N e’

[
2n tane o tane | tape

wetik dizide S, = n%p ve Sy = k%.pise, S, = p® oldugunu kanitlaym. (Burada S ile ilk
n toplami gosterilir.)

% 'nin aritmetik dizi olugturmast icin gerek ve yeter kogul b+ , &La ve W sayilarinin bir

=11 dogal sayilar olan dyle bir aritmetik dizi bulunuz ki, dizinin hi¢ bir terimi iki asal sayimin
11, ne de fark: bigiminde yazilamasim.

min ¢ézlimiind [2] ’de, 5. ve 6. problemlerin ¢ozlimlerini ise {1] kaynaginda bulabilirsiniz.
2 4. problemler [3] 'ten alinmgtir.)
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