PROBLEMLER VE COZUMLERI

Uyars: Dergimize aligtirma prob-
lemlerinin  ¢ozlimlerini degil, yalnizca yarigma
problemlerinin ¢ézimlerini yollayiniz. Coziimleri
gonderirken litfen gu noktalara dikkat ediniz:
-Her sorunun ¢oziimiinii ayn bir kagida okunakh
ve anlagihir bir bicimde yaziniz.

-Kagidin sag ust kogesine adimizi, soyadiniz,
adresinizi, ogrenci iseniz okulunuzu ve siifinizi
yaziniz. .

-Cozumleri, Akdeniz Universitesi, Matematik
Bolumii, 07058-ANTALYA adresine 30 Kasim
1999 tarihine kadar gonderiniz.

ALISTIRMA PROBLEMLERi

A. 191. Duzlem tzerinde 1111 tane nokta,
rasgele alintms herhangi 3 nokta yaricapr 1 ’e
esit olan bir dairenin iizerinde bulunacak bi¢imde
isaretlenmistir. Bu durumda, noktalarin hepsinin
yaricapt 1 olan dairenin iizerinde oldugunu ispat
ediniz.
A. 192, z +zy+y = 2% + y® denkleminin tiim
tamsay1 ¢ozimlerini bulunuz.
A193. 22 —y?2 =0, (z—a)’+y? =1 denklem
sisteminin

(a) 4 tane,  (b) 3 tane, (c) 2 tane
¢oziime sahip olmasi igcin a parametresinin
saglamasi gereken kosullari bulunuz.

A.194.

(- ((C

100 tane parantez

z—2)2-2)% —.. —~2)2-2)?

ifadesinde parantezler acilarak sadelegtirmeler
yapildiktan sonra 22 nin éniindeki katsay1 ne ola-
caktir?

A. 195. ikiger ikiger birbirine digtan teget
olan A, B, C' merkezli ve Ry, Ry, Rs yarigaph lig
cember ayni zamanda bir d dogrusuna da tegettir.
A merkezli cemberin d dogrusuna degdigi nok-
tanin A ’ya gore simetrigi P, diger iki gemberin
birbirine degdigi nokta @ ile gosterilmek iizere,
PG LCB oldugunu ispat ediniz.
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YARISMA PROBLEMLERI

Y.191. Pozitif sayilardan olusan (a,b,c,d)
sirali dortlusiinden her sayr bir sonraki ile ve
dordiinct sayr ise birinci sayr ile c¢arpilarak
elde edilen sayilarin siralanmasiyla (ab, be, ed, da)
sirali dortlisti elde ediliyor; sonra ayni iglem
bu yeni dorthiye uygulamyor ve fliglincii sirah
dortli olugturuluyor, ve bu iglem stirdiiriliyor.
Boylece elde edilen dortliiler dizisinde (a,b,¢,d)
dortlistine ikinci kez rasgelebilmek icin gerek ve
veter kogul, a = b = ¢ = d = 1 olmasidir.
Kanitlayniz. ’

Y.192. (n > B) olmak lizere, bir diizgiin n-gende
en buyik ve en kigik kosegenlerin uzunluklar
arasindaki fark n-genin kenar uzunluguna esit ise,
n sayisinl bulunuz.

Y. 193. Bir subay, her gece, 33 asker
icinden segtigi bir takimi nobete gondermektedir.
Takimdaki asker sayist baz1 geceler 9, bazi geceler
ise 10 olmaktadir. Biutin askerlerin aym sayida
nobet tutmus olmalar igin kag gece gegmelidir?
Y. 194. n bir dogal say1 olmak tizere, 23— 3zy? +
y®> = n denkleminin tamsayilarda bir g¢oziimii
varsa, o ¢ozumden bagka iki tane daha ¢oztimu
bulundugunu gosteriniz.

Y. 195. Merkezleri A ve B ile gosterilen, birbir-
lerinin diginda bulunan Ky ve K3 kureleri veri-
liyor. Tepe noktasi K, kiiresi tizerinde bulu-
nan ve K kiiresine teget olan koninin bu kiireye
degdigi noktalarm olusturdugu ¢emberin merkezi
gozonune aliniyor. ‘Tepe noktasi Ky lizerinde
degistigi zaman, sozl edilen merkezin geometrik
yerini belirleyiniz.

GOZUMLER

A. 181, 2% — 2¢% — 423 = 0 denkleminin tim
tamsay1 ¢ozumlerini bulunuz.

Céziim. 23 = 24° + 42° oldugundan, #® bir
¢ift sayidir ve bir tam kiip oldugu icin 8 ile
boliinmek zorundadir. Egitligin her iki yanini 2 ile
boldiikten sonra 3 ’iin de bir ¢ift say1 oldugunu
ve dolayisiyla, 8 ile bolindugilinii soyleyebiliriz.
Yine her iki yani 2 ile boldiikten sonra bu kez
23 ’iin bir ¢ift say1 oldugunu ve dolayisiyla, 8 ile
boliindugunii goruyoruz. Boylece, verilen. denk-
lemi saglayan z, y ve z tamsaylarinin ici de 2
ile béliinmek zorundadir. Z = z/2, § = y/2 ve
Z = 2/2 dersek, (2)® — 2(7)® — 4(2)® = 0 denk-
lemini elde ederiz. Bunun tam ¢ozimleri olan Z,
y ve Z yine de ¢ift sayilar olmalidir ve ...



ilen denklemin tamsay ¢oaiimleri, her
‘ve bolinmelidir. Buradan, denklemin
ayi ¢ozi =z = 0 oldugu

A.182. Asagidaki denklem sistemini ¢dziiniiz:
')

2yl 450 = a?,

Cozilm. Birinci esitligin her iki yanmm kiipiini
iigiincii esitligi, taraf tarafa gqikarirsak,
tyllz+z)(y+z) = 0olur. 24y = 0 ise,
a olur ve bunu ikinci denklemde gozéniine
k, 2 =y = 0 olur. Boylece bu durumda
-2} bir ¢oziimdiir. Benzer sekilde, diger iki

ari ‘baska ¢6ziimi yoktur.
:‘& 183. a, b ve e dogal sayilarimin ortak kat-
lanmn en kuguvu (OK EK) ve ortak bélenlerinin
en biyigh (OBEB) sirasiyla,fa,b,¢] ve (a,b,c)

i ¢ ve y sayllatimin OBEB i de (z,y) ile
terilmek tizere

la.b, ¢
(a,b,c)

{a;8)(a,c)(b,c) = abe

unu kamtlayimiz.

{ml. pi 'ler asal sayilar ve oy, 5;, d; sayilan
regatif olmayan tamsayilar olmak Uzere a, b
'}1 asal carpanlarma d} u*almL

Wy ¥

a=pripytpdr b= p
A 02 Sn
e = pPpdt.pln.
o0 sayilanmin -0 (sifir)  degerini - alabile-
erini de unutmaymz.) Kolayca anlagilacaf

i

max{ay, 51,8 max{aa,F3,6:
» {enfa, 1}‘[),) {en,f2,82}

bool=

max{an,fn dn},
i

3

3 ;—-} . mm{a,,ﬁl, 1} min{ees, 52,65}

min{cn, Bn,dn},
Pn

mm{(n.@]} mm{az,@)} )mm{a,.,dn}

{a,b) = p]
%;g:{,’) =p
(Q(} - lenin{(n 1}

likleri dogrudur. f;umdl,

mm{,j,:ol} mm{”) 2} pmm{dn,é}
9 .

mm o,y } pmm{wmd"}

la.be].(a,b).(b.c).(a, ¢} = (a,b,c).abe

ntsin kanitlamak igin, her ¢ = 1.2 icin
itligin her ikl yanmmndaki p; lerin iistlerinin
igini kamtlamak yeter. Yani,

max{ay, 5, 4; } + min{ey, 3}

+min{oy; 6 } 4+ min{3;, 8}

Problemler ve (Joziimler:

= min{ag, /d‘L 61} + o + ,‘31 + 62
(i = 1,2,..n) oldugunu gostermek istiyoruz.
Genelligi bozmadan, sabit tutulmug bir igin
a; < B < & oldugnnu varsayahim. Bu takdirde
ispatlanmasi gereken sey

Stoitoi+ G =+ o+ G+ 4

olur ki, bunun da dogrulugu aciktir.
A.184. Herhangi 3 paralel dogru veri ilmis olsun.
3 kogesi bu dogrnlar {izerinde bulunan bir kare
¢iziniz.
Coziim. Dogrulardan biri fizerinde bir nokta
(sekilde A noktasi) alalun. Sonra I, dogrusunu
A noktasi Lfmfmda 90° dondiirelim ve elde edilen
dogruya l diyelim. la, ile Iy dogrusunun ke sighig

noktaya B diyelim. Igte; bu B noktast karenin
ikinci kosesi olacaktir. Gergekten, |AE| = |AD|

A o
oldugundan sekildeki AEB ve ADC dik iiggenleri
birt nrme egittirler ve buradan |AC| = |AB] olur.

(CAB=

90° oldugu agiktir.)
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A.185.  Cevrel cemberinin “vanicapi 1 olan

bir {iggenin, i¢ tefet, gemberinin yaricapt r ve
vitkseklik ayaklarim ko;c alan quommn 1 teget
cemberinin yaricapr r  ise, r < 1- 3{1 +r)?

oldugunu ispatlayiniz.

Coziim. Bir ABC iiggeninde-cos A + cos B +
cosC" = 1+ % ’dir. Bu problemde R = 1
oldugundan cos A + cos B + cos ' = 1+ r “dir.
ABC iiggeninin diklik merkezi, yukseklik ayak-
larmi kége kabul eden (4B ( dggeninin ig
merkezidir.  Bu ig merkez H ve H ‘nin A'¢C’
izerindeki dik i/riiisiimii P ile gosterildiginde,

HP = v dir. 1!?;7 uggeninde, tan A'BH =

HA"JBA ()Iup H 4 = ccos Beot € bulunur,
A A

X/l,H:HA B'=B CH ve sin XA H= cos 4 =

v /A diir



Cozamleri

Problemier ve

olur. Simdi,
dcos Acos BcosC = 2[2cos Acos B]cos C

ifadesini gozontne alalim.

2[2 cos A cos Blcos C

= 2[cos(A+ B) + cos(A — B)]cos C

= 2cos{A + B) cosC + 2cos(A — B)cos C

=cos{(A+ B+ C)+cos(A+ B ~C)
+cos(A—B+C)+cos(A—-B—C)

= —1 —cos(180 — 2C) — cos(180 — 2B)
"—cos(180 — 24)

= ~1—cos2A — cos2B — cos 2C

=2—-2cos? A —2cos? B~ 2cos?C ve

2cos Acos BeosC = 1 —cos? A —cos? B —cos? C,

cos? A+cos? B+ cos?C+2cos Acos BeosC =1

bulunur. Cauchy esitsizliginden,

(cos Acos Bcos C)? < cos? A + cos? B + cos? C

yazilir ve buradan,

r o+ % (1+ r)2

= 2cos Acos Bcos C + %(COSA + cos B + cos C)?

< 2cos Acos Beos C + cos? A + cos? B+ cos? C

=1

elde edilir.

Y. 181. Herhangi bir a dogal sayis1 (a > 1) igin
10 4 45 + 1 sayisimin bir bilesik sayr oldugunu
gosteriniz.

Coézum. Bir yandan,

a15—1:(a5)3-—1:(a5— +a5+1)

1)(&10

ve diger yandan,

)5__1 — (a3__1)(a12
‘dir. Sag taraflarn egitligini yazarsak,
(a® = 1)(a'® + a® + 1)
= (a® = 1)(a"® +a® +a® +a® + 1)

olur. Buradan ise (her iki yani (a—1) ile bolerek),

al®—1 = (a3 +a9+a6+a3+1)

(a*+a®+a?+a+1)(a® +a®+1)
=(a®+a+ )(a?+a®+a® +a®+1)

elde ederiz. Simdi, (a'?+a®+a®+a® 4 1) polino-
munu (a*+a®+a?+ ¢+ 1) polinomuna bélersek,
(siz kendiniz bdlmeyi gergeklegtiriniz), boliimde
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(a® —a" +a® — a* + a® — a + 1) polinomunu elde
ederiz. Boylece,

(a'® +a®+1)
=(a?+a+1)(a®—a"+a®—a*+a®

sonucuna varmisg oluruz.

—a+1)

(Cozenler: Sileyman Demirel (Ankara), Kerim
Has (Sakarya), Murat Ak (Antalya), Emrah Kap-
lan (Kayseri), Omer Giirli (Denizli), Sikri
Azum (Istanbul), Alper Cay (Kayseri))

Y. 182. P(z) = aa?+bz+c polinomu her tamsay
z icin bir tamsayinin 4-ci kuvvetine esit ise, a =
b = 0 oldugunu kanitlayiniz.

Coziim.

_ V/P(e+1)—/P(z)
- P + 1)+ V/P()

¢/Ple+1)— ¢/P(z)

_ P(z+1) - P(e)
(/P +1) + 3/ Ple)(V/Plz+1) +\/Pw))

ozdesliginde P(z +1) — P(2) = a(z? + 2z + 1) +

bz+1)+c—az? —bz—~c=2az+a+b

oldugunu da gozonune ahrsak,

2ae +a-+b

/P(z)+/P(z)

olur.  Eger a veya b ’den herhangi biri sifir
degilse, yeteri kadar biiyiik « ’ler igin yukaridaki
esitsizligin sag tarafi istenildigi kadar kiigiik
yapilabilir. Simdi, ¢/P(z + 1) ve &/P(z) sayilan
her z € N igin tamsay1r olduklarindan, yeteri
kadar buytk her z € N i¢in

/Ple+1)— ¥P(x)=0= P(z+1) = P(z)
olur ki, buradan da a = b = 0 elde edilir. Celigki.

(Cozenler: Murat Ak (Antalya), Sileyman
Demirel (Ankara) )

Y.183. % + 3zty — 5x3y? — 15223 + day* +
12y® = 77 denkleminin tamsayilarda hig ¢oziimii
olmadigini gosteriniz.

0< YPE+1D) - Y/P) <

Cozum. Verilen denklem su sekilde yazilabilir:
(#=2y) (2~ y) (z+y) (2 +2y) (¢ +3y) =77

77 sayist,
carpimi biciminde yazilabilir.

en fazla dort tane farkli tamsaymin
(Ornegin, 77 =



1a=13.(=7).11.) Oysa, denklemin sol tarafi beg
tamsayinin carpimdir. Dolayisiyla, boyle bir
ik miimkiin degildir.

{Cozenler: Kerim Has (Sakarya), Murat Ak
(Antalya), Suleyman Demirel (Ankara), Sikran
Arzum (Istanbul) )

Y.184. Bir ABC cgeninde hgy o heyo e
yukseklikler; {,, Iy, {. agiortaylar ve mg, msy, me

kenarortaylar ve r icteget cemberin yarigapr ol-

mak Uzere,

Or < he+hsthe <l +h+H o< my +my+me
egitsizliklerint kanitlayimz.

Corptim.  hy < I < g, by <<,
he < 1. < my, esitsizlikleri iyl bilinen esitsizlikler
oldugundan ounlarin ispatini size birakiyoruz.
Simdi bu esitsizlikleri taraf tarafa toplarsak,

Ry he+he <lg+ i+l <mg+mp+me
colar. o [Bsitlik durumu sadece, ABC {iggeni
tg};\ rar oldufunda milmkindiir.) Béylece, hq +
5 he > 9r oldugunu gosterirsek, iglmlz biter.

‘cgenin alamna S dersek,

S= %a/’u1 = %bh{, = %—chc %(a +b+e)r
olur. Buradan
L_awbbe_a be 11,1
r 25 25 S 98 " ha | hy b
gikar. Aritmetik ve harmonik ortalamalar

esitsizlifine gore,

:z:+y~§-;:\ 3
A
3‘ :;+y+,z

‘dir. Bu esitsizligi uygularsalk,

by + hy 4+ he - 3
f - 1 1 1
4 ot TR

3,
=1 = 3r
=

olur ki, buradan da h, + hy + ke > 97 elde edilir.
{Gozenler: Sileyman Demirel (Ankara) )
Y.185. Digbitkkey ABCDE besgeninde ABC,
BCD, CDE, DEA {ggenlerinin her birinin alam
2, EAB lggeninin alam ise 3 “tir. Beggenin
alanim bulunuz.

Coziim. Besgen digbiikey oldugundan, A
ve D noktalan BC dogrusunun bir tarafinda

Problemler ve Cézumleri

bulunurlar.  ABC ve BCD iiggenlerinin or-
tak BC kenarlanimin varhgindan ve alanlarnmm
egitliginden, A ve D kogelerinden BC ’ye in-
dirilmis yitksekliklerinin de birbirine egit oldugu
goriliir. Buradan, BC|JAD olur. Benzer sekilde
CD||BE oldugu kanitlanabilir.

AD ve BE ’'nin kesisim noktasima O divelim.
OBICD ve OD||BC oldugundan, OBCD bir

N Iy
paralelkenardir. Buradan A{(OBD) = A(BCD)

A
olur. Boylece, beggenin alammni bulmak igin AOB
liggeninin alanini bulmak yeter. (Clinki

Fay FAN
A(ABCDE) = A(AOB) + A(BOD)

paN yay
+A(BCD) + A(ADE)

‘dir.)

Simdi, ABDE dortgenini ele alalim.

A A N oo
A(AOB).A(DOE) = A(AOE).A(BOD)

esitliginde (ki bu esitligi sizin kanitlamanizi istiyo-
rz) A(ASB) =z diyelek,
(AOB) Al 113}.5) — A 10]3) =3z,
A(DOE} = A(DF 4 — /L{AOL)
=2-3-2)=2-1

degerlerini de gdzoniine ahirsak, @ icin agafidaki
denklemi elde ederiz:

zf{r—1)=B-—=2)2

Buradan, 22 +2 — 6 = 0 = 2 = 2 ve dolaysiyla,
A(ABCDE) =2+ 2+ 2+ 2= 8 olur.

(Cozenler:  Oguz Kamer Dogan (Denizli),
Siileyman Demarel (Anﬁam) Omer Giirli {De-
nizli), Cemal Ozboija (Kocaeli), Murat Ak (An-
talya) )



