ANALIZ PROBLEMI

r biri kendi bagina yeterince ilging ve giizel ii¢ diizeyli analiz probleminin ¢oziim-
ecegiz. Analizin ne oldugu konusunda genel bir bilgi edinmek isteyen okurlar
basvurabilirler. Bagtan belirtmekte yarar goriiyoruz: Lise diizeyinde degildir
ama yine de kavrama istegiyle okuyan tiim ilgili okurlarin ¢oziimleri kavraya-
isiiniiyoruz. Her sorunun baginda sorunun ve ¢6zlimiin anlagilmas: icin gerekli
avramlar verilmektedir. Bu yazida kullanilan bazi matematiksel kavram ve akil
rin daha kolay kavranabilmesi i¢in [1]'in okunmasi yararhdir. Simdi problemle-
k tek yiizleselim dilerseniz.
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Birinci Problem

1 (gercel ya da karmagik) sayilar dizisi verildiginde ancak ve yalniz

lSn:Q?l-{*‘J}z—f—...—f—-iBn

oplamlar dizisinin yakinsak ve lim,_ o5, = S olmast durumunda -

an =5
n=1

81 <82 < oo < 8y < 8pp1 < e

esecegi apagiktir. Bu durumda, her monoton artan gercel say1 dizisi gibi {8, }52 kismi
miar dizisi ancak ve yalniz iistten simirhysa yakinsak olabilir. En iinlii pozitif tenmh
0 < @ olmak iizere ) /2 ; a™ geometrik serisi ile p-serileri olarak bilinen 302
dir. Unlii

-

].np

1~ an—H

1+a—}—a2—|—...+a“:—l~:~g—— (a#1)

i nedeniyle yukaridaki geometrik serinin, a # 1 olmasi durumunda kismi toplamlarinin

- k n—1 1—a”
sn:Za =a(l+a+..+a")=a
k=1

l—a

k i ﬁzcﬂm ve sonucta, eger 0 < a < 1 ise, [im,_soa™ = 0 nedeniyle bu kismi topla,mlarm
nitine Vakmsa,dlklam bagka bir yazmia

oo
5&”:

n=1

(0<a<)

gerceklendigi kolayca gozlenir. Buna karsilik 1 < @ olmast durumunda Y02, ¢ serisinin
kesinlikle monoton artan kismi toplamlarinin n < s,, gerceklendigi icin iistten sinirlanamadig
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ve sonugta bu durumda serinin 1raksadigr bir bagka kolay gozlemdir. Bir p-serisi ise p < 1
iken raksaktir, ¢iinkii

N S
_ o Tt
kismi toplamlar: igin
P — + : + +——1-~——
T T P (m2p T (ke
1 1 1 7 1

B R CE R L ORI L

gerceklegtiginden {s,}°2, kismi toplamlar dizisi iraksar, neden mi? Bu dizi bir / gergel

sayisina yakinsasaydi
1

; 3-2r
gerceklenir ve herhangi bir m > ng dogal sayis1 yardimiyla

Yn > ng igiﬁ | sn— 1<

2r = 3-2°

celigkisi dogardi. (Eger Cauchy dizisi kavramini biliyorsak, ki bilmeliyiz, {s,}52, dizisinin
bir Cauchy dizisi olmadigini ve dolaywsiyla raksadigini kolayhkla soyleyebilirdik.) Ozel
olarak, raksak > o2, ;1; serisine uyumlu (harmonik) seri denir. Oysa 1 < p ise p-serisi
yakinsaktir, ¢linkii bu durumda {s,}52, kismi toplamlar dizisi bir Cauchy dizisi olur, yani
0 < ¢ verildiginde uygun bir n. dogal says1 igin

ne<ny e <moigin |8, — sy <€

kogulu gergeklenii. Biraz caba gerektirir bunu gbzlemek. n ve m dogal sayilari farkli ve > 2
olsun. Inn ile dogal logaritma n yazlsin.

In2

v o) v ] e

dogal sayilart tanimlansin, n # m nedeniyle n < m varsayabiliriz. Kolayca 2V < n < m <

2M Bulunur.
1 1

nt 1) T mrap

sonlu toplami apagiktir ki, daha fazla sayida pozitif terim toplamina sahip olan

| | b 2
n = Sm |= v b —
S m ( iy

1 1 1

N TNy T i

toplamindan ve bu son toplam ise

(@ + Ty + -+ aviry) + (@ + i ot )

+ot (ﬁ;+m++m)



4 Y. Aver-K. Alniacik-N. Ergun

toplamindan kesin kii¢iik kalir. Bu son toplam ise

2N 22N 2M 1 N 2N 1 M
@y @yt ey () +Hza) et ()
toplamindan kiigiik kalir. Bu son toplamin, yakinsak oldugu yukarida gozlenmiyg olan’

o0

. 1
Z_:a 0<a=5<1

n=1

geometrik serisinin kismi toplamlari olan
th=a+a*+ ... +a"

yardimiyla | ¢a7 — tn-1 | oldugu kolayéa gozlenecektir. Oysa {t,}°%., dizisi, yakinsak bir

n=1
serinin kismi toplamlar dizisi oldugu igin yakinsaktir ve dolayisiyla bir Cauchy dizisidir; bu
nedenle

Vr,m >ne igin | t, —t, [<e (1)

olacak bigimde bir n. dogal sayisi vardir. O halde ézel olarak (n. <) 2"+! dogal sayisindan
biiyiik n ve m dogal sayilar igin | ¢, — ¢, |< € olur. Oysa 27<*+! < n ise (ne+1)In2 <lnnve
sonugta kolayhkla hem n, < N — 1 ve hem de n, < M gecerli olacagidan, (1) ve yukarida
bulunan esitsizlik yardimiyla

| $p — Sm [<| tar — ty—1 |< € (Vn,mZZnﬁ_H)

bulunur, demek ki p-serisinin kismi toplamlart bir Cauchy dizisi olur ve yakinsamak zorunda
kalir. 1 < p icin p-serisinin yakinsadigini daha kolay bir bicimde soyle de gozleyebiliriz:

Her n-dogal sayist igin yine N = “%g] yazip, kolayca
n < 2NHL < oN+2 g =

ve dolayisiyla
2r—1
Sp < Song1 S sy Sl < T (neN)

gergeklendigini gdrebiliriz, ¢iinkii sy« kismi toplaminda 1 *den sonra gelen terimlerin sirasiyla,
once 2! tanesini, sonra 22 tanesini ;-.., toplayarak

N+2 2i*lo1 »
8n<81\r*:l+z Z —,Z;;<1+tN+2

=1 k:2i
elde ederiz, ¢iinkii her bir ¢ indisi igin, 2 terimin toplami olan agagidaki toplam igin
21y

I D SRS S S
P R O A T U ey
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20/ 1N\
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1

a = “‘-‘*‘“2]?___1 3

gecerlidir; burada yine
th =a+a*+..+a"

yazilmigtir. Oysa {£,}52; monoton artan kismi toplamlar dizisi iistten 7= sayisl ile sinirh

o - . .. -1
oldugundan, p-serisinin monoton artan kismi toplamlar: da iistten 1+ 1% = 2—1,2%:7 say1st
ile sinirh olur ve sonugta Y02, % serisi yakinsak olur; iistelik 1 < p iken

® 1 97-1
i G
L< z_: nP T 20—l -]
n=1
elde edilmis olur. O halde tiim bu gosterilenler nedeniyle
1 e 1 i 1
H n+ 1 3 = nlte

serilerinin ilk ikisi wraksak (neden?), iigiinciisii ise herhangi bir pozitif € icin yakinsaktir.

Buna kargilik
- .1 1
Z 144 3 ;(lnn)P (0<p)

n=1 Tt n

3

2
n=1 VT n=1

3 k23
serileri ise raksaktir. Gergekten her 3 < n icin ("Hj) = (1+1% < e < 3 < n nedeniyle
5 > n k0

(n+1)™ < n™*! ve sonugta her 3 < nicin "/n+ 1 < ¥/n < /3, ve sonugta
1
V3

gecerlidir. Pozitif terimli uyumlu serinin kismi toplamlari iraksadigindan, dolayisiyla iistten

sinirlanamadigindan, 3 li + serisinin kismi toplamlari da iistten sinirlanamaz ve sonucta
i

1 1 1
S == (Va2 3)
n - onYn gty

n
bu seri raksar. Benzer gerekceyle ve

Inn = (p+1)Innf < (p+1)In(1+n5T) < (p+ niT
egitsizlikleri nedeniyle, kisaca o = 25 yazarak,

1 < 1
(1P n= ~ Ty

(Vn > 2)

gegerli oldugundan, logaritma serisinin de tiim pozitif p 'ler icin 1raksadigr anlagiir. Simdi
artik sorumuza gegebiliriz. Her biri yakinsak olan

izl(n) ) ixg(n)‘, ilg(n) .

sayilabilir sonsuz tane gercel (ya da karmagik) sayi serisi var olsun. Bagka bir deyimle

$1(1>,$1(2), $1(3)} 331(4),
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3:-2(1), 562(2), 332(3), .732(4),
583(1),32’3(2), 3?3(3)}503(4),

7 satirimiz var olsun ve her bir satirdaki gercel (ya da karmagik) sayilarin toplami
sak bir seri olsun. Her bir siitun sirasiyla

3

a1, 0, 63, A4y v
zercel (ya da karmagik) sayilarina yakinsasin, kisaca her bir n-inci siitun icin

lim zp(n) = a, (Vn € N)

k—rco .

gerceklegsin.  Acaba bu limitlerin toplami Y 02 a,, yakisak bir seri olur mu? Bu soru-
nun yvanitinin “hayir” oldugunu gosterecegiz. Ashnda cok daha giiclii bir hipotez altinda
soruldugunda bile bu sorunun yamiti “hayn” ’dir. Bu giiclii hipotezden s6z etmeden Once
vukaridaki dizilere, gerekli oldugu igin, birer “isim” verelim. k-inct dizimiz

o = (2r(1),2:(2), ) = {me(M) 1z (ke N)
biciminde, onlarn siitun dizilerinin var olan limit degerlerinin olugturdugu dizi ise

a4 = (6’,1,(12, ) = {an}fle

ile yazilsin. Matematikte bir {z1}52, diziler dizisinin bir a dizisine diizgiin yakinsamas:
demek, kisaca, her pozitif € sayisina karsilik var olan uygun bir k. dogal sayist yardimiyla

ViE> k., VYneN icin |zp(n)—a,|<ce (2)
gerceklenmesi demektir. Evet asil sorumuzu sorabiliriz artik:

Birinei Problem: Her biri birer yakinsak seri olusturan z; = {2x(n)}32; (k € N) gergel

va da karmagik say1 dizilerinin diizgiin yakinsak limiti olan @ = {a,}5%; dizisi de acaba
vakinsak bir seri olugturur mu?

imdi vanitin “hayir” oldugunu kanitlavan bir karst ornek tanimlayalim. Oncelikle
Y & 3 3 :

—<1 11N 1}00
m e ) T G e

dizilerinin terimlerinin yakinsak 370, —i—l— serisini olusturdugunu kolayca gdzlevebiliriz.
2T E -
[ee)
Simdi de zj dizilerinin zg = { + dizisine diizegiin vakinsadigini gésterelim. zp dizisinin
) k 0 i & S

n-inci teriminin, zj dizilerinin n-inci terimlerinin limiti oldugu, kisacas:

1 1
— = lim zx(n) = lim - (n€eN)
n k—ro0 k—oo pltg

gerceklendigi ve ayrica zg dizisinin terimlerinin olusturdugu serinin, iraksak oldugunu daha
6nce gozledigimiz iinlii uyumlu seri oldugunu samrm kolayca gozleyebiliriz. Simdi 0 < €
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verildiginde (2) kosulunun yani uygun bir k. dogal sayis: yardimiyla

Vk2> ks, VYneN icn |zi(n)-— % |< e (27)
gerceklendigini gosterelim. Bunun igin

1.
3
gegerli oldugunu sdyleyen ara iddiay: gostermemiz yeterli olacaktir. g(z) = z!*¢ iistel

fonksiyonu apagiktir ki herhangi bir 0 < e igin pozitif z gercel sayilarinda siirekli ve tiiretile-
bilirdir. Herhangi bir 3 < n dogal sayisi icin, 6zel olarak ¢ = % alinirsa

o OO RCH I E
1

ve - < c< % gerceklenecek bigimde bir ¢ gercel sayisinin var oldugunu ve ayrica her k dogal

sayist i¢in
" 1 1\ 1
1+ -] <e<3<— 1+ —-)ev <1
k) c k

N P
gergeklendigini ammsarsak, bu sonuclar nedeniyle énce

}mk(n)—%]§1- (Vk €N, VneN)

SR

1 1 <1
3¥3 ndm 3

ve dolayisiyla sonucta

b)) i

esitsizlikleri her k£ dogal sayisi ve 3 < n gercekleyen her n dogal sayist i¢in gegerli olur. Oysa
zE(l) =1 ve

| 2x(2) 11—%1 1)<1 2oL
T Ty PR
gegerli oldugundan, yukaridaki ara iddiada yazili esitsizliklerin gercekten her & ve her n dogal

sayilart igin dogru oldugu gosterilmis olur. Oysa limy_ye0 2= T = 1 oldugundan, uygun bir k.
dogal sayis1 sayesinde

Vk > k. icin 1—L<e

; 3
gerceklestiginden, zy dizilerinin ¢ dizisine diizgiin yakinsadigini s6yleyen (2’) iddias: kanitlan-
mig olur. Demek ki her biri yakinsak seri olugturan sayilabilir sonsuz tane gercel say1 dizisinin
diizgiin yakinsadigt bir dizinin yakinsak bir seri olugturmas: gerekmemektedir. Ve ilgili okur-
lara bir not: Yukaridaki karsi 6rnek, Analiz ’in dnemli bir dali olan Fonksiyonel Analiz 'de,
sifir karmagik sayisina yalkinsayan tiim karmasik say1 dizilerinin olugturdugu Banach uzay
cp 'da

)(UZ{CD:{’I nlEL) y.lWEC}
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vektorel alt uzayimn kapal bir kiime olmadigin ve dolavisiyla bir Banach wzay olmadifing
kamtlamaktadir.

ikinei Problem

Gergel degigkenli ve gergel degerli bir [ fonksiyonunun = =+ 4-oc igin ! asimpiotik deferine
yvaklagmas: demek, saninz pek cok okuyuennnn ivi bildifi gibi, kisaca lim g f(2) = lisareti
ile gisterilen ve her pozitil ¢ sayesna kargilik

J{[M,20)) S (I=¢14¢) (3}

kogulu gorceklenecek bicimde bir 0 < M, sayisainin var olmasi bigiminde tammlanan kavram-
dan bahsetmek demektir. Ornegin iyi bilindig gibi

ST s I

= I

JLI!;DHI'E‘-ME = - ]

gergekiegir, Gorgel degiskenli ve gercel deferli fonksiyonlarda asimptotik degerleri beliflomek
icin dizi karakierigasyonlanndan yararflanmak akilbeadie, limze fiz) = | gergeklegebilmesi
icin gerck ve yeter kogul, limyg o, rq = 400 gercekleven her {rq }35, dizisi igin limgo f{24) =
I gergeklenmesidir. Gergekten (3) gergeklenivorsa ve lim, o 2, = 400 ise, D < ¢ vo-
rildiginde, (3) kosulunda stz edilen ve var olan M, sayesinde ber 0 2 n, igin M. < 2,
vani £y € [M.,o0) olacagaindan f{x,) € (I - ¢,1 4 ¢) bulunur. Bu ise limg_o f{zn) = 1
demektir. ‘Tersine z, — oo gerqekleven her {z,.}2%, dizisi igin fiz,) = ! olsun. Uygun
bir 0 < rp icin (4) Koguluno percekleyen hig bir pozitif M saywm var olmasaydy, vani her
0 < Migin f{[M,]) € (! - e, ] + o) gercekbeseydi, kisahk amaciyla fy = (I = 6o, 1 4+ &)
vazarak, oncelikle f{[1,00)] € ly olacagindan, Gyle bir 1 < =, var olurdu ki f{z;) € Is
gerceklegirdi. Oysa oy + 2 = M; igin zorunlu olarak f([My,0¢)) € ly varsayildifandan
My < w3 gercekleven nvgun bie 25 icin f{23) € Jo gerceklegiedi. flz,) & fo gercekloyon 2,
gergel saywa belitlendifiinde 2, +n + 1 = M4y < 2,41 gergekloyen uygun bir 2.4 gorgel
savist igin fz,41) € T gergeklesmek zorunda kalindi. Timevanimla tammlanan iste bu
{za}or, dizisi lmg_yoe Tn = 400 gergekler (neden?), oysa limgaw f(za) = [ gerceklenmez
(neden?), B geligkidir, Demek ki (3} kogulunun cgdefieri olan limit karakterizasyonunu
belirlemis olduk. Peki [0, oo) arab@inda tammb ve aym arahikta degerler alan sirekli bir f
fonksivonu igin, acaba, her 0 < = igin lim,_. f{nz) = 0 gergekleniyorsa, limy ... flz) =0
olur mu?

Evet sevgili okurlar, sezginie dogrudur, bu sorunun yamti “evet” “tir, Ama [ fonksiyonu
siireklilifin daha zawif bir tiriind bile gerceklesoydi ve bu arahkta alttan yari-sirekli bile
olsaydi bu sorunun yanits yine “evet” ‘tir, Simdi dilerseniz Guce gergel degerdi bir f fonksi-
yonunun bir rp gerpel sayisinda altlan yan-sirekli olmasmn tanomme verelim. Eger her
poeitil « sayisina karsihk

Vre(zo—d,za4d) igin  flzy) —c< fiz)

kogulu ger¢eklenecek bigimde bir 0 < 4, tammlanabiliversa (va da bulunabiliyersa) ancak bu
durumda f fonksiyonuna xg gergel sayiinda alttan yar-sirekli depir. Tanmlandig) arahkta
her noktada alttan yar-siirekll olan bir gergel degerli fouksivona bu aralikta alttan van-
siirekli [onksiyon denir. Bir noktada alttan var-sirekli olup bu noktada sirebksiz gergol
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degerli bir fonksiyon var midir? Buna iligkin en kolay ve en yalin ornek, saniriz

1; =<0
9(2) = X(~c0,0)(2) = { 0; 0<z

bigiminde tamimlanan “karakteristik” fonksiyonudur. Bu fonksiyon 29 = 0 noktasinda
siireksizdir, ama aym noktada alttan yar-siireklidir. Saniriz kolayca gozleyebiliyorsunuz. Her
rasyonel sayida 0 ve her irrasyonel sayida 1 degerini alan fonksiyon ise her yerde siireksizdir
(neden?), ama tiim rasyonel sayilarda alttan yari-siireklidir. Evet, sorumuzu sorabiliriz artik:

Ikinci Problem: f : [0,00) — [0, 00) fonksiyonu alttan yari-siirekli olsun. Her 0 < z igin
limpeo f(na) = 0 ise, limgoo f(2) = 0 gerceklendigini gbsteriniz.

Acikca belirtelim, bu soru gergekten gﬁgtﬁr. René Baire isimli Fransiz matematik¢inin
Topoloji ve Fonksiyonel Analizde cok sik kullanilan bir teoreminden yararlanarak ¢6zmek
olasidir bu soruyu, oysa biz belki teknik olarak daha cok caba gerektiren ama daha yalin ve
temel bilgiler kullanarak ¢ozecegiz onu. Once ¢ok sik kullanacagimiz su bilgiyi gozleyelim:

Temel Bilgi: Eger = gercel sayisi y gercel sayisindan kiiciikse, ¢ < y—z gercekleyen herhangi
bir e pozitif sayisimin uygun bir tamsay: kati z ile y arasinda yer alir, yani ¢ < ke < ¥y
gerceklenecek bicimde bir & € Z vardir. Gercekten de

Zck=[2] +1<241< Y
€ € €

gozlemek yeterlidir. Bu bilginin bir sonucu olarak farkl iki gercel sayi arasinda-en ag bir
rasyonel saymin bulundugunu ve ayrica 1 < y — ¢ oldugunda « ile y arasinda en az bir
tamsayimin yer aldigini kolayca gézlemis oluruz. Simdi de gu sagirtic1 ara iddiay: gosterelim.
Eger I, = [a,, b,] gercel say1 araliklan

Up < by < @pg1 < bpyr , | .
20n41 = bny1 — g1 <20, = by —an (n € N)

4)

ve limy, oo @y = 00

kogullarmi gergeklerse, dogal sayilarin dyle iki tane kesin artan {mz}32, ve {np}32, alt

dizileri vardir ki -
N[22 20
, ;
k=1 LT TR

gerceklesir ve burada kesigtirilen arahklar kesin azalandir, yani -

Ungyy Dngys
P {____i_ TRl

H
MEt1 Mir113Z

[3@«. ?.”ﬁ]:zk (keN)
.

my’ My
gergeklegir. Simdi Sncelikle ige
my=1="m

tammlayarak baglayalim. a, — 400 oldugundan, genelligi bozmaksizin tiim a,, (ve dolayisiyla
b,) sayilarmi pozitif varsayabiliriz. lim,—c ¢, = 400 oldugundan {a,}32, dizisinin terimleri
engel tanimadan co ’a dogru kogarlar. O halde

(a1 + 20y)

ay < a1 -+ 2, < Gy (2721 < ’ng)
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gerceklenecek bigimde bir a,, terimi vardir. O halde kolayca

251(an2v—»a1)

1<
al(a1-+-251)

olur ve dolayisiyla by, = a,, + 20,, ve 6,, < §; oldugundan

aﬂ_%:%_anz—l—%nz >aﬂ~an2+261 201 (an, — ay) S
ay b1 ay a1-+ 251 - ay ay +'251 &1(@1 +—251)

bulunur ve sonugta yukaridaki temel bilgi nedeniyle

gercekleyen bir m dbéal sayist vardir. Dikkat (4) ’iin birinci kogulu nedeniyle a1 < ay,
oldugundan by < an, < by, gecerlidir ve dolayisiyla yukarida bulunan m,y dogal sayist mq = 1
"den kesin bilyiiktiir ve istelik '

a a b b
_ﬂ:a1<ﬂ<ﬂ<b1:ﬂ
my g ma m
ve dolaysiyla
a/nz bnz anl bnl
Ip= |2 Zra) (Zm Jm g
Mo Mali LT Ty

gecerli olmaktadir. Simdin; < ng < ... < nj ve my < mg < ... < my, dogal sayilarmin tammbh
oldugunu ve bunlar yardimiyla tanimlanan arahklarin ic ice gecerek azaldigini varsayalim.
Kisalik amaciyla

a b
Ap = k< By = k.
Mk m

vazip, {a,}52 dizisinin

, Gny (Cny + 26,
My = Gy, + M <‘ank+1 (Q.nk < nk_;.l)

26,
kogulunu gergekleyen a,, , terimini belirleyelim. {a,}5%, dizisinin terimleri arasinda, indisi
2y, dogal sayisindan biiyiik olan en az bir terimi, yukarida tanimlanan My, pozitif sayisindan
biiyiik olmasaydi, her n > 204 icin a,, < M, elde edilir ve bu ise a,, — +oco gercegiyle celigirdi.
O halde az 6nce yapildig: gibi var olan bu Urpyy Ve bpy ) = Gy +20n,, Giftiicin 8., < 6y
Ve U, < G, geceklendigini unutmadan

k41

npyy bmc+1 > ME - Ongyy TR (ank-]-l + 257‘%)
A B, — . U, + 20,

> an§+1 - dﬂk+1 + 257% — 26% (ank+1 I ank)
T ay, Oy, + 205, Uy (G, + 20,,)

elde edilir ve buradan da

> 1

b iy,
< gy < —AL
M1 < 0

Nk41

By
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gercekleyen bir mp4q dogal sayisinin varligl sonucuna ulagihr. Dikkat edilirse ng < npqg

nedeniyle b,, < bmc+1 ve

o by by

bnk lgk

. G, b )
Ak < et1 < el < Bk
k41 ME+1

ve dolaysiyla Jryqcly sonuglart gegerlidir. O halde hem dogal sayilarin kesin artan {n;}72,

ve {my}32, alt dizilerinin ve hem de ig ige gegmis ve azalan [, araliklarinin tiimevarimla
tanimlanmasi islemi bitmistir. I kapali ve sinith araliklan ig ice gegtiginden ve uzunluklarn
(= 20y, /my) sifira yakinsadigindan (neden?) {inli Cantor azalan arabklar ozelligi ne-
deniyle (bak. [1]) ger¢ekten de tiim [} araliklarina ait olan tek bir zq gergel sayisi vardir.
Ikinci problemin ¢éziimiinde artik adim adum sona yaklagiyoruz. Simdi ¢oziime gegmeden
son olarak su iyi bilinen gercegi yineleyelim. Bir {y,}52; gercel say1 dizisi, ancak ve yalniz

Ve>0, dn.eN, Vn>n, y,€(l—¢€l+e

kogulunu gerceklediginde I limitine yakinsar. O halde bu dizinin ! gergel sayisma yakinsa-
yamamast icin gerek ve yeter kogul

Jeo >0, Vn €N, 3n*>n, yn*g’(l—eo,l+éo‘)

‘dir. Bu ise, bu dizinin uygun bir {y,, }52, alt dizisinin tiim terimlerinin Iy = (I —€p, !+ o)
aralifina ait olamamasi demektir. Gergekten uygun bir 1 < n; dogal sayisi icin Yy &
Iy olur, uygun bir 2n; < ny dogal sayist icin y,, & Io olur, vb. ... Evet, artik ikinci
problemin ¢6ziimiine gecebiliriz. Problemdeki kogullar saglayan alttan yari-siirekli f fonksi-
yonunun limg_y 4 f(z) = 0 gerceklemedigini varsayalim ve bir geligkiyle yiizleselim. Demek
ki limpyo0 25, = 400 ve fakat lim, o f(2,) # 0 gercekleyen bir {z,}52, gercel say1 dizisinin
alabiliriz. Son goézlemimiz nedeniyle sifir gercel sayisinin uygun bir (—€p, €g) civart (dolayi,
komsgulugu}, {f(z,)}52, dizisinin uygun bir alt dizisinin hig bir terimini icermez. Alt dizileri
yazarken yeterince teknik karigiklik olugtugundan (ya da baska bir deyimle yalin ve kolay
vazilistan uzaklagildigindan), genelligi bozmaksizin, { f(z,)}32, dizisinin kendisinin, her n €
N i¢in f(z,) € (—¢o,¢€0) gercekledigini varsayabiliriz. Fakat f fonksiyonu negatif olmayan
degerler aldigindan, bu da kisaca

Vo e N icin - e < f(z,)

demektir. Simdi her 7 dogal sayst igin 0 < €, < f(z,) — % gergekleyen poZitif €r sayilarini
secerek ve dolayisiyla 9+ < < f(2,) — 2 gergeklendigine dikkat ederek ve f fonksiyonunun
z,, gercel sayisinda alttan yari-siirekli oldugunu kullanarak
' N e €y
Vo € (2, — 6,20 +6,) icin  fz,) — %
gerceklenecek bigimde pozitif §, sayilar: belirlenir. {z,}22, dizisi kesinlikle artan oldugu
icin, genelligi bozmaksizin 8, < %(%H — z,,) varsayilabilir. Bunlardan yararlanarak &,
pozitif gercel sayilarni tiimevarimla ‘

< f(z)

¢

{ ;5/)

81 <81, Spr =min{by,, =} (neN)

[S]
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biciminde tanimlarsak; kolayca her n dogal sayis1 icin
t
5n+1 S 5n < 5717

Ty + 0p < Tp41 — 5n+1>
€

Vz € [@n — 6py2n + 6,]  icin 5 < f(=)

gergeklesir. O halde yukarida, arahklara iliskin (4) kosullari @, = @z, = 6, ve by =z, + O
gercel sayilar icin saglandigindan

5
woc () [ ]
k=1

mE Mg

gercekleyen bir zg gercel sayisi var olur ve her k € N icin mizo € [Tn, — Onys Tny + Ony)
gerceklestigi icin ‘
€
Yk e N igin -—2(1 < f(mpzo)

bulunur.  Bu ise, hipotez nedeniyle, {f(nzo)}2%; dizisinin ve dolayisiyla onun tim alt
dizilerinin sifira yakinsadigini sdyleyen gercekle celigir. Demek ki ikinci problemin hipotez-
leri zorunlu olarak limg_, 40 f(2) = 0 sonucunu vermelidir; evet, bu zorlu ikinci problemin
¢Oziimil sonunda bitirilmigtir, rahat bir soluk alabiliriz.

Uclincii Problem

zg sabit gercel sayist 7 'nin bir tamsayr kati olmadigi siirece {sin nzo}S2, dizisi 1raksaktir.
Eger zg gercel sayisi, tam olmayan bir rg rasyonel sayisi sayesinde 7rg bigiminde ise bunu
kanitlamak giig degildir.. Gergekten pay ve paydasi aralarinda asal olmak iizere rg tam
mo o . .. oo qes s -
olmayan rasyonel sayisi 7¢ ise, a, = sinnzo = sinnaro olmak iizere, {a,}52 dizisinin

Ang s A2ing s A3ng s Gdng sy -+

terimlerinden olusan alt dizisinin tiim terimleri ve sonucta limiti 0 olur; oysa buna karsilik

Gono+15 Wdng 41 F6ng+15 A8ng 415 --+

~terimlerinden olugan alt dizisi ise, kesinkes sifirdan farkl sin7rg sayisina yakinsayacaktir.
Farkh iki limite yakinsayan iki alt diziye sahip oldugu icin {a,}52, dizisinin iraksadig
anlagihr. Peki ya zg gercel sayisi m'nin bir rasyonel kat1 degilse? Bu durumu irdeleyerek ¢ozen
ve bu yazinin iiciincii yazar tarafindan yazilan Drichlet ’nin Bir Teoremi Hakkinda
bashkl yaziy1 okumamizi oneririz. O halde Matematik Dunyasi 'nin ilerki sayilarinda
bulugmak dilegiyle, iyi caligmalar sevgili okurlar.

KAYNAKLAR
[1] N. Ergun, Gergel sayilarda dokuz temel egdegerlik, Matematik Diinyasi, Aralik 1994, 6-10.
2] A. Ulger, Analiz nedir?, Matematik Diinyasi, Haziran 1999, 9-12.
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SONSOZ

Korkung Marmara depreminin ardindan, bu ulusun, artik, konut, kent, sanayi
inga ederken bilimin acik ve secik bicimde yapti1 6ngérii ve uyarilar: dikkate
almay1, kisacasi akiler olmay1, 6grenmesini diliyoruz. Sag kalanlar igin bir ermig
deyimini amimsatmak istiyoruz: '

Sursum Corda,

“yiirekli olunuz, yagamin zorluklarina karg: direniniz!”

EN KUCUK “MATEMATIKSEVERLER” IGIN...

1. Ahmet ve Ayse kardestir. Ahmet ’'in kiz kardeglerinin sayisi erkek kardeglerin sayisina
esittir. Ayse 'nin kiz kardeslerinin sayisi erkek kardeglerinin sayisimin yarsi kadardir. Bu
ailede kag ¢ocuk vardir?

(Yanit: 4 erkek, 3 kiz cocuk)

2. 5 tane simiti 6 arkadas arasinda esit sekilde 6yle boliiniiz ki, simitlerden higbiri 6 parcaya
béliinmesin.

(Yanit: Simitlerden 3 tanesinin herbirini iki esit parcaya, diger 2 simitin herbirini-de ii¢
esit pargaya bolmeli.)

3. Bir kofte 10 dakikada pisiyor. Tavaya ayni anda en cok iki kofte sigdigina gore, 3 kofteyi
pisirmek icin en az kag dakika gegecektir?

(Yamt: 15 dakika)

4. Resimde kag tane kare vardir?

(Yamt: 32)



