13

ROLLE TEOREMININ BiR GENELLESMESI UZERINE

Uygar Siimbiil
Bilkent Universitesi, Elektrik-Elektronik Miihendisligi Boltimii, ANKARA

Analizde, agagida ifade ettigimiz ve klasik Rolle Teoremine denk olan teorem ¢ok meshurdur:

Teorem : f : [a,b] — R fonksiyonu siirekli ve (a,b) agik araliginda tiirevlenebilir olsun. Eger
f(a) =0 = f(b) ise, f'(zo) = 0 olacak bicimde en az bir zo € (a,b) noktas: vardur.

Geometrik olarak, Rolle Teoremi, yukardaki kogullar saglayan fonksiyonun grafiginin (a,b) acik
arahgindaki en az bir noktada apsis eksenine paralel tegete sahip olacagini soyler.

Simdi, Rolle teoreminin agagidaki bir genellegmesini verip ispatlayalim:

Teorem 1. f fonksiyonu [a, b] araliginda siirekli ve agik (a,b) arahiginda tiirevlenebilir olsun. Ayrica,
f(a) =0 = f(b) esitligi saglansin. Bu takdirde, herhangi bir P(z) stirekli fonksiyonu verildiginde,

F'(wo) = f(wo) - P(xo) ‘ (1)
saglanacak bicimde bir zg € (a, b) noktas: vardir.
Sonugclar:
(1) P(z) =0 alrsak, Rolle Teoremine denk olan yukaridaki teorem elde edilir.
(2) P(z) =1 alusak, f'(zq) = f() saglanacak bicimde bir zq € (a,b) noktas: vardir.
(3) P(2) = f(2)'%%® alusak, f(z0) = f(w0)'®* saglanacak bigimde bir zo € (a,b) noktas vardir.
Teorem 1’in Ispati: P(z) = Q'() esitligini saglayan bir Q(z) fonksiyonu alalim. (Q(z)’e, bilindigi

gibi, P(z)’in ilkel fonksiyonu veya belirsiz integrali denilir.) Simdi gdyle bir F(z) fonksiyonu tanimlaya-
lim: '

F(z) = f(z)e=9® ' @)
f(a) =0 = f(b) olduguna gére F(a) =0 = F(b) ’dir. O halde klasik Rolle Teoremine gbre,
Fi(z0) =0 ©3)

saglanacak bigimde en az bir =g € (a,b) bulunacaktir. F fonksiyonunun (2) *deki ifadesini (3) ’de
gozonune alirsak,

F'(zg) = 0= f/(z0) - e~ Q) — f(a0) Q' (29) - e79@0) = 0 olur. e~ Q) £ 0 olduguna gore
yukandaki esitligin her iki yanmi e~ @) ile bslebiliriz. O halde, Q'(x¢) = P(zp) olduguna gore,
f'(20) = f(wo) - Q'(m0) =0

(o) = f(wo) - P(xo)
esitligini elde ederiz.
Asagidaki teorem, Teorem 1 ’in kosullarmi zayiflatmakla elde edilir:

Teorem 2. f : [a,b] — R fonksiyonu [a,b] araligmda siirekli, (a,b) ’de tiirevlenen ve bir C sabiti
i¢in f(a) = C = f(b) kosulunu saglayan bir fonksiyon olsun. Bu takdirde herhangi bir P(z) siirekli
fonksiyonu igin,



foed
fi=N
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(o) = (f(=0) = C) - P(ao)

saglanacak bicimde bir zy € (a,b) noktast vardir.
Ispat: p(z) = f(z) — C diyelim. ¢(a) = ©(b) = 0 olur. O halde Teorem 1 ’e gore
¢'(zo) = ¢(xo) - P(o)
saglanacak bigimde bir zo € (a,b) vardir. Bu sonuncu esitlikten ise (¢(x) yerine f (x) — C koymakla)
F(@o) = (f(=0) = C) - P(=o)
elde edilir.
Teorem 1 ’in bir sonucunu daha séyleyelim:

Sonug: f,g: [a,b] — R siirekli ve (a,b) agik aralifinda tiirevlenebilir iki fonksiyon olsunlar. Ayrica,
her = € (a,b) igin f(z) # g(z) olsun. Bu takdirde, efer f(a) = g(a) ve f(b) = ¢(b) ise, herhangi
stirekli P(x) verildiginde

f'(@o) — g'(m0) _

f(zo) = g(mo)
esitligl saglanacak bicimde bir zg € (a, b) vardir.

P(CE())

fspat: ¢(z) = f(z) — g(z) diyelim. f ve g iizerine konulmus kogullardan ¢(a) = 0 = ¢(b) olur. O
halde Teorem 1 ’e gore ¢'(zq) = ¢(zo) - P(x) saglanacak bigimde bir zg € (a,b) vardir. Buradan da,

£'(o0) — ¢ (w0) = (F(wo) — 9(a0)) - Plao) ve ifg““‘gijm——g% = P(ay)
elde edilir.
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