GEOMETRI VE TRIGONOMETRININ CEBIRDE BAZI UYGULAMALARI (1)

naz-Ali Cevahir
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sordinatlar metodu" adi ile bilinen metodun geometride bir devrim yarattig: ve bunun sonucu olarak
inalitik Geometri” denilen bir matematik dahnm nasil gelistigi iyi bilinmektedir. Analiz- ve cebir
temlerinin geometride nasil uygulanabileceginin somut kaniti olan analitik geometri, klasik geometrinin
ek gok sorulsuna daha kisa ve agik ¢oziimler bulmaktadir. Dogal olarak g8yle bir soru ortaya konulabilir:
“Acaba, sif geometrik yontemler kullanarak cebir ve analizin bazi problemlerini ¢zmek miimkiin midiir?
Yami, analiz geometride kullanildig: gibi, geometri de analizde (ve cebirde) kullanilabilir mi?”

Once bu soruya "evet" cevabini veren iki klasik drnek gosterelim.

Birinci drnek, “Aritmetik-Geometrik Ortalamalar Esitsizligi” adi ile bilinen +/ab < a ;b esitsizligidir,

Fazla ayrmtiya gerek gérmeden , B
sekilden |AD|=a, . [DCJ]=b olmak zere,
|0B|= a;b ve |BD|=+/ab olduguve
BD| < OB} saglandifi kolayca goriilebilir. ~ o
A s
O D
{kinci klasik drnek; *—1—+—1~+—1—+—}»+-;‘=1 1
2 4.8 16 4

esitliginin geometrik ispatidir. Birim karenin
alani; onun yarisinin, Sonra yarismin; ...
alanlart toplammna esittir. (Sekile bakiniz.)
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Bu caligmada biz, cebir ve analizin bazi problemlerini geometri ve trigonometrinin yontemlerini uygulayarak
¢ozmenin mimkin oldugunu géstermek istedik. Bunu da vurgulayalim ki, bazi cebir problemlerini direkt

- cebirsel yontemlerle ¢ozmeye kalkismak isi oldukca zorlagtirabilir. Oysa geometrik (trigonometrik) yontem

~ kullamilarak s6z konusu problem g¢ok daha kisa bir yolla ¢ozillebilir. Buna &rmek olarak, asagidaki iki

~ problemi gosterebiliriz. (Coziimler daha sonra verilecektir.)

Problem 1. [0,1] araligmda alinan her x, v, z ve t igin
" X(1t) + y(1-x) + 2(1-y) + t(1-2) < 2

Sunu kanitlayimiz.
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1. Geometrik Yéntemlerin Bazi Cebir Problemlerine Uygulanmasi

Ik uygulamamizi tamsayilarda ¢oziilen denklemlere (diyofant denklemlere) yapalim:

p’ + 1% = 2q* denklemini tamsayilar kiimesinde ¢6zelim. Diyofant denklemleri ile ugrasanlar "direkt" ¢oziim
yolu aramanin ne kadar zor oldugunu iyi bilirler.

Bu problemin ¢ok giizel bir geometrik ¢6zitm yolu vardir. Once denklemin her iki yanini g° ile bélerek

2 2
(_p_] +(-r—] =2 bigimine ve buradanda L=x, L= y
q q q q

diyerek  x* + ¥t =2 bigimine indirgiyoruz. Boylece, x* + y* =2 denklemini rasyonel sayilar kiimesinde
¢ozmeliyiz. Simdi, bu denklemi ¢ozmek, x> + y* =2 cemberi tizerindeki tiim rasyonel koordinatli (x,y)
noktalarint bulmak demek oluyor. Bu tiir noktalardan birini alalim. Ornegin, (-1, -1) noktasmi. Eger bu
noktadan ve ¢ember tizerindeki bagka bir "rasyonel" (x, y) noktasmdan dogru gegirirsek, bu dogrunun egimi

y+1

z:Tl bir rasyonel say1 olur. Bunun tersi de dogrudur: (-1, -1) noktasmdan gecen ve egimi t # -1 - bir
X

rasyonel say1 olan her bir dogru bu gemberi baska bir (x, y) - "rasyonel noktasi"nda kesecektir. Buna inanmak
icin (-1, -1) den gecen ve egimi t # -1 olan dogrunun y=t(x+1)-1 denklemini ¢ember denkleminde g6zéniine
alalim:

b (D) -1 =2, ()P -2t (1=t x + (P2t -1)=0 .

Bu x ‘e gore bir ikinci dereceden denklemdir. Onun koklerinden birisi (-1) “dir. Vieta Teoremini kullanarak
ikinci kokii buluyoruz:

2 2
-7+ 2t +1 . . r+2t-1
X= s y =t (x+1)~1 denise y 'yi buluyoruz. yE=—
t+1 . r°+1

Boylece, her rasyonel t # —1 sayist igin x* + y> = 2 gemberi iizerinde bir (%, y) "rasyonel noktas1" bulduk.
m or . .
Burada 7 =-— koyarsak ve x = B, y =— oldufunu da gozéniine alirsak, ilk once verilen p* + 1* = 2q°

n q q
denkleminin tam sayilarda ¢oziimlerini buluruz:

p=-m2+2mn+n2, q=m2+n2, r=m’+ 2mn — n?

) +b
Ikinci uygulamamiz, +/ab < a4

esitsizliginin bir bagka, ¢ok ilging (ve basit) ispatma aittir. a>b > 0

olsun. Kenar uzunluklari a ve b olan dikdrtgen alalim.

A agisim agiortaym ¢izelim ve bu agiortayla
DC dogrusunun kesisimine E diyelim. B b F c

[BF[=b ve [DEl=a oldugu agiktir. Sekilden de
agikea goriildiigi gibi, ABCD dikdortgeninin alams,
ABF ve AED iiggenlerinin alanlarimn toplammdan b
bilytik olamaz:
AL D
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X+y
2

elde edilir.

a yerine \/¥ , b yerine \/)_ yazarsak, buradan J_x; <

Simdi de geometrik yontemler kullanarak 2 saymm aritmetik ortalamasmm onlarin karesel ortalamasmdan

2 2
biiylik olamayacagini, yani ‘L;f—lis‘,a ;b esitsizligini kamitlayalim. a=b i¢in esitlik oldugundan a> b
oldugunu varsayabiliriz.

Taban uzunluklari a ve b olan ‘ b C xb oN
ABCD yamugunu ¢izelim. LM // AD e
dogrusunu, ABCD 'nin alani yariya ' /
bolinecek bigimde ¢izelim. [LM}=x X /4
diyelim ve x 'i bulalun. M noktasmdan 7

NP // BA gegirelim. LBCM yamugunun !
yiksekligine hy ve  ALMD 'nin yitksekligine /
de h, dersek, alanlarin esitliginden: Y

w

a-X B

(

b+x
By - 5 =h,

a+x hy a+x
. el ——
2 h, b+x

olur. a

x-=b

a—x

olur. Bu ikisinden,

; ) }
CNM ve PMD tiggenlerinin benzerlifinden ise, ;ZL =
2

2 2

a+x x-—b
= at=xt=xt-p = x= olur.

b+x - a—x
Ote yandan b < a oldugu icin alanlarm esitliginden, LM dogrusunun BC ye degil, AD ye daha yakm

oldugunusdyleyebiliriz. Yani, LM parcasi AD parcasi ile yamugun orta taban: arasmda bulunmalidir:

a+b _ |a®+b*

<
2 2

Cok ilging ozellikleri ile matematikgileri yiiz yillardir hayrete salan Fibonacci dizilerinin bir ok zelligi

geometrik olarak yorumlanabilir. Klasik Fibonacci dizisi s6yle tanimlaniyor:

>a .

W=uw=1, =U+l, W=Us+ Uy, Upg = Uy + Up g, oo
(Dizinin bagtan ilk terimleri 1,1,2,3,5,8,13,.., tiir.)
Fibonacci dizisinin iyi bilinen 6zelliklerinden birisi de s6yledir: Hern = 1 icin,
ul tul tetul=u, u,,

Bunun cebirsel ispatinin yamsira, basit geometrik ispatt da vardir:
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Sekilden de anlagilacagi tizere karelerin alanlar1 toplanu dikddrtgenin alammna esittir, yani ,

2 2 2 2 gy
W, tu, tu; +ou, =0, 0, fdin

Bu boliimii giriste verdigimiz birinci esitsizligin

geometrik ispati ile bitirelim , 1x1 karesi alalm

ve kenarlarmi x, 1-x,y, 1-y, z, 1-z,t, 1+

uzunlukta pargalara bolelim. Tarali tiggenlerin

alanlari toplamt karenin alanmdan biiyiik olamayacagindan,

1 1 1 1
—x(1-D+=y(l-x)+=z(1-y)+=t(l-2)<1
2x( ) 2y( x) zz( y) 5 ( Z_)

ve buradan, x(1-0) + y(1-x) + 2(1-y) + t(1-2) <2 olur.

Bunu da belirtelim ki, esitsizligin saginda 2 'den daha kiigiik say1 almak miimkiin degildir. Cinkit x=z=10
vey =t= 1 koyarsak, 2=2 elde edilir. S6z konusu esitsizligin bu kadar basit geometrik ispat1 olmasina karsin,
cebirsel ispat1 hi¢ de kolay degildir.

MATEMATIKSEL OZDEYISLER

Cayley, Arthur (1821-1895): “Her seyde oldugu gibi, bir matematiksel kuramda da gtizellik
kavranabilir, ancak agiklanamaz.”

Churchman, C. W. : “Entellektiel kapasitemizin 0lgiisd, daha ivi ve giderek daha/ da iyi.
problemlere verdigimiz yanitlarla kendimizi daha az ve giderek daha da az mutlu hissetme
kapasitemizdir.” '

Darwin, Charles (1’8094 882): “Her bir kesif, bigimsél olarak, matematikseldir; ¢linkii-elimizde
bagka hic¢ bir yol gésterici yoktur.”

Dehn, Max (1878-1952): “Matematik, tumilyle dogmatik olmayan bir bigimde sunulabilen biricik
yapisal aractir.”

De Morgan, Augustus (1806-1871): (Yagﬁ soruldugunda) “x* yiinda x yasinda idim.”

Descartes, René (1596-1650): “Cozdiigim her problem, daha sonra diger problemlerin
¢Gziimiine yardimer olan bir kurala déndsti.”

Descartes, René (1596-1650): “lyi bir bellege sahip olmak yeterli dediidir. Burada énemii olan
sey onu iyi kullanmakiir. ‘ : ;

Descartes, René (1596-1650): “Benim i¢cin her sey matematige déniisiir.”

Doyle, Arthur Conan (1859-1930): “Olanaksizi elediginizde geriye kalan sey, olabilir olmasa
bile, gercek olmalidir.”

Einstein, Albert (1879-1955): “Her sey olabildigince basit olmalidir, ama daha da basit degil.”

Einstein, Albert (1 879»1955)& “Matematikgilerin gérecelik kuramini istilasindan sonra kendim
bile onu taniyamaz duruma geldim.”

Einstein, Albert (1879-1955):  “Sagduyu 18 yasina gelene kadar elde edilen 6nyargilarin
foplamidir.”

Einstein, Albert (1879-1955): “Gercekten biyilk ve esin dolu her sey, 6zgurliik iginde calisan
kigilerce yaratilir.”



