JBLEMLER VE COZUMLERI

i Dergimize -aligtirma problemlerinin ¢é-
mi degil, yalnizca yarisma problemlerinin
erini- yollaymmz.  Coziimleri gdnderirken
= su noktalara dikkat ediniz:

sorunun ¢ozimiinii ayr bir kagida okunakh
anlagihr bir bigimde yaziruz.

-Kegidin sag iist kogesine adimz, soyadiniz,
adresinizi, 6grenci iseniz okulunuzu ve sinifinizi
FRZINIZ,

-Coziimleri,  Akdeniz ﬂniversitesi, Matematik
Boliimii, 07058-ANTALYA adresine 31 Aralk
1999 tarihine kadar génderiniz.

ALISTIRMA PROBLEMLERI

A.196. n € N olmak iizere, 2" ve 5 sayilarmin
onluk say1 sisteminde yaziliglarmndaki ilk rakam-
larmin aym oldugu bilinmektedir. Bu rakami bu-
nnuz.

A197. a1,a3, .., Gp, ... dizisi asagidaki kosullan

saglamaktadr:
ay = O, Iagl = |a1 -+ 1', |a3| = !GQ -+ 1‘, ey
apl = Ian_l + 1[, ..‘.,

-Bu durumda, 2(a1+as+...4+ap)
gosteriniz.

> —n oldugunu

4.198. limy oo(@n+i — an) = 0 oldugu halde
iraksak olan bir stmrh dizi var madir?

A 199. f:(1,00) — R stirekli bir fonksiyon olup

2,y > 1ligin f(zy) = zf(y) +yf(z) esitligini
amaktadir. f fonksiyonunu bulunuz.

A.200. ABC bir egkenar iiggen ve P, bu egkenar
-genin diizleminde bulunan herhangi bir nokta
ise. |PA| +|PC| > |PB| oldugunu ispatlaymiz.

YARISMA PROBLEMLERI

Y.196. m ve n ’nin (5 + 3v/2)™
| ini saglayan degerlerini bulunuz.

(3+5\/')"

Y.197. Katsayilar1 tamsayilar olan bir P(z) poli-
belli bir n tamsayist i¢in P(—n) < P(n) <
itsizliklerini sagliyor. P(—n) < —n olacagmi

kanttlaymiz.

Y.198. Her biri iiclincii dereceden ve reel kat-
sayilh P(x), Q(z) ve R(z) polinomlarinm her z €
R icin
P(z) < Q(z) < R(z)

esitsizliklerini sagladifim varsayalim. Bununla
beraber, P(zg) = R(zg) saglanacak bicimde bir
xo sayisinin varhgim kabul edelim. Bu takdirde,
her z € R i¢in

Qx) = o(P()) + (1 - @) R(z)

esitligi saglanacak bigimde bir o € [0, 1] sabitinin
varhigini kanitlayimiz.

Y.199. Her reel ay, ag, ..., a, sayllar igin

7T

2 e

4,j=1

_aia;
z+j—1_

oldugunu kanitlayiniz.

Y.200. Bir E diizlemi ile bu diizlemin icinde bir
A noktas: ve diginda bir B noktas: veriliyor. E
diizlemi i¢inde 6yle bir C' noktast bulunuz ki,
|AB| + |AC|
|BC|

maksimum olsun.

COZUMLER
A.186. Bir- konveks- dortgenin. kégeleri; bu

dortgeni, alanlari tamsayilar olan dért tane
lggene bolmiigtlir.  S6z konusu dort saymun
¢arpiminim bir tam kare oldugunu gosteriniz.

Coziim.
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ﬁggenlerin alanlarina m,n,p ve ¢ diyelim (gekile

bakimz). AOB ve COB figgenlerinden, 2 = j‘%

oldugu goruliir. Benzer sekilde, ¢ = ocl-
Boylece,

%l- = g = mg = pn = m.n.p.q = (np)?

oluyor ki, bu da mnpg carpiminin bir tam kare
oldugunu gosteriyor.

A187. 2% -394 22311 >0 esitsizliginin
her z € R igin saglandigim kanstlayimiz.

Coztim. (1) z <0 oldugunda (=219 > 0,
(—23) > 0 olur ve esitsizlik saglanir.

(2) 0 < 2 < 1 olsun. Esitsieligin sol tarafin
yeniden diizenlersek,

e 41 -2+ (1-2%>0
olur.

(3) z > 1 olsun. Esitsizligin sol tarafini uygun
gekilde diizenlersek,

292 1) + 232t -1 +1>0
olur.

A.188. Bir simiftaki 6grencilerden a; tanesi ders
yili igindeki sinavlardan en az bir tane 2 almigtir.
Ogrencilerden as tanesi en az iki tane 2, ..., ax
tanesi en az k tane 2 almigtir ve k ’dan fazla sayida
2 alan 6grenci yoktur. Siuftaki 6grencilerin aldig:
2 ’lerin saymisum bulunuz.

Coztim.  Venn gemas: ¢izilerek  diisiiniiliirse,
sinifin toplam 2 sayisinin

(a1 —a2) + 2(ag — as) + 3(az —as) + ...
‘ +(k§— 1)(ak_1 —ak) +k.ag =a1+ag+..+ag
oldugu gorulebilir.

A.189. = Fibonacei dizisi denilen dizi goyle
tanimlaniyor: a; = ag = 1 ve her & > 1 igin
ap+2- = Gks1.F ag. Bu dizinin aijpee - ve  agro
terimlerinin en biiyuk ortak bdlenini bulunuz.

Coziim. ap = 0 diyelim ve once Fibonacci
dizisinin baz dnemli ézelliklerini kamitlayalim.

{a) Her £ > 0,1 > 1 icin

Al = ApQj—1 + Q1107
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esitligi saglanir.

Bu, k ’ya gore timevarim uygulanarak ispat-
lanabilir. & = 0 icin egitlik agiktir. k=1 igin
ise aj+1 = ai-1 + a; esitligi elde edilir ki, bu da
dogru esitliktir.

Simdi, yukaridaki esitligin bir & ve k — 1 igin
saglandigini varsayahm. Bu takdirde,

Oft14l = Qi+ Qpti-1
= apap-1 + Gpp1ap + 01011 + R0y
= aj_1(ap + ap—1) + a(ap1 + ax)

= _10k41 + O1Ok42

(b) Her n ve k igin agn, ag ile bolinir. Bu
ozellik, (a) sikkindaki ézellik kullanilarak, ispat-
lanabilir.

(¢) Fibonacci dizisinin herhangi iki komgu te-
rimi aralarinda asal sayilardar.

Gergekten, bir ax ve agyq ’in ortak boleni I # 1
olsaydi, ax—1 = ap41 — ay esitliginden ! 'nin aj_q
i de boldiigiing; ap—o = ap — ap—1 esitlifinden
[ 'nin ap_o 'yvi de boldiiginii ve benzerlerini-
sOyleyebiliriz. Sonugta, [,~1 ’i de bolmelidir.

Simdi, problemin ¢bzimiine doénelim. (a) dzel-
ligine gore,

a1000 = Q7700229 + Q7710230 -

@1000 Ve arro 'in ortak bdleni r ise, yukaridaki
esitlikten ve (c) *deki ézellikden, agsp 'un da r 'ye
boliinecegini sdyleyebiliriz. Ote yandan,

a770 = G690 G479 + 0691480

egitligine bakarsak, (b) sikkindaki 6zellige gore,
aegy Sayist agsp '@ boliineceginden r ’ye de
bolinecektir ve buna gére de agg sayist da r ile
bolinmelidir.

Buradan agqg 'in 7 ’ye bdllinecegini sdyleyebiliriz.
Simdi,
a240 = 23009 + (231410

3.

egitligine - bakarsak, aig
boliinecegini sGyleyebiliriz.

sayismin- - 7 ye .

Ote yandan, (b) ’ye gbre, aip00 Ve arro, a1 ile
boliintir. Demek ki, a1g = 55 sayist ajgog ve arrg
’in OBEB ’idir.
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NOT: Ispat etmek miimkiindiir ki, her mn € N
icin (am,an) = a@m,ny dir.

A.190. O, A, B, C, D noktalar uzayda (R3)
farkli noktalar olmak fizere,

N A A N :
AOB=BOC=COD=DOA=+~ (v darag)

A A
veriliyor AOC + BOD ’nin en kiigiik ve en biiytik
degerlerini bulunuz.

Coziim. O noktasi baglangic olmak {izere
OA,0B,0OC,OD ’nin birim vektorleri a, b, ¢, d ol-
sun. Bu durumda i¢ carpimdan,

a.b="b.c=cd=d.a=cosy

M
ve buradan (a — ¢){(b — d) = 0 elde edilir. (1)

denklemi a = ¢ veya b = d iken veya a — ¢ vektoru
b — d vektorune dik iken saglanir. Eger a = ¢

A
ise, O, A, C dogrusal ve AOC= 0, b = d ise,
A
O, B, D dogrusal ve BOD= 0 olur. Bu agilarin

A A
ikisi ayn1 zamanda, sifir olursa, AOC + BOD 'nin
minimum degeri elde edilir. a—cile b—d birbirine
dik iken de, birim vektorlerden

(a+c)a=c)=(a+c)(b—d)=0

(b+d)(b—d)=(b+d)(a—c)=0

vazilabilir. Bu,a+cveb+d’nina—cveb—d
've dik olmasi, dolayisiyla da, a + ¢ ile b+ d 'nin
dogrusal olmas: demektir. O halde,

S (a+c)b+d) =la+cllb+d]
’dir. Bu kullanilarak

~ A A
deosy = 2\/(1 + cos AOB)(1 + cos BOD)

A
BOD
9 ’

A
AOB

4 cos

COos

A A
maksimum . i¢in AOB=BOD -olmas1 gerekir:
2 arccos(2cosy — 1) olur.

Y.186. ikiger ikiger birbirine dik olan Oz, Oy,
Oz 1gmlart bir F dizlemini A, B, C nokta-
larmda kesiyorlar. Olugan OABC piramidinin
tlim ayrnitlarimin uzunluklar toplam m ise, bu pi-
ramidin hacminin maksimum degeri nedir?
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Coztim. OA = a, OB = b, OC = c olsun;
AC? = a® + 2, BC? = V? + 2, AB? = a® + b?
oldugundan

m=a+b+c+Va2++/b2+2+Va2+b?

abe

olur. V = ‘nin maksimum degerini bulmak
istiyoruz. A.Q. — G.O. egitsizliginden,

a+b+c>3Vabe ve b2 +c% > e
ve bunlar yardimiyla,

m > 3vabe + V2be + V2ac+v2ab

elde edilir. Ikinci yanda son ii¢ terime 4.0.—G.O.
esitsizligi uygulanarak,

m > 3(1+ \/5)\/3 abe
m > 3(1+2)V6V
ve dolayisiyla, Viasr = 15—\/—%—27-21'1-3 bulunur. . (Bu

a = b = c iken gergeklegir.)

(Cozenler: Murat Ak (Antalya), Alper Cay (Kay-
seri), Mehmet Erhan Unal (Isparta), Ali Civril
(Isparta)).

Y.187 Bir komisyon 40 kez toplandi. Komisyo-
nun her toplantisinda 10 iiye hazir bulundu ve
ayrica, komisyon iyelerinden herhangi bir ikili
dugiinuldiginde, bu ikili, toplantilarda en fazla
1 kez hazir bulundu. Komisyon tiyelerin sayisinin
60 ’tan fazla oldugunu gosteriniz.

Coziim. Her toplantida 10 kisi ve dolayisiyla,
('?) = 45 ikili bulunmugtur. Her ikili, en faz-
la bir toplantida bulunabileceginden ve toplant:
sayist 40 oldugundan, komisyon {iyelerinden
olugturulabilir ikililer sayis: 45.40 = 1800 ’den
az olmayacaktir. Oysa, 60 (veya daha az)
kisiden olusturulabilir ikililer sayis (%) = 9352
sayisindan ve dolayisiyla, 1800 ’den az olacaktir.

(8252 < 1800 olduguna dikkat edin.)

(Cozenler: Mehmet Erhan Unal (Isparta), Murat
Ak (Antalya), Mustafa Sabri Kihg (Ankara)).

Y.188. a ve b aralarinda asal dogal sayilar olsun.
Eger a+ b ve a?+b? sayilarmi 1 *den biiyiik ortak
béleni varsa, bunun 2 oldugunu gosteriniz.

Céziim. dsayisi a + b ve a? + b? sayilarimn bir
ortak boleni ise, d sayis1 (a+ b)2 —(a®+b?) = 2ab

sayisinin da ortak bolenidir. Oyleyse, d sayisi,

2a% = 2a(a + b) — 2ab ve 2b? = 2b(a+b) — 2ab
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sayilarinin da ortak béleni olmalidir. Ote yandan,
a?® ve b? aralarinda asal olduklarindan, d sayist 2
‘nin boleni olmalidir.

(Cozenler: Mustafa Sabri Kuhe (Ankara), Alper
Cay (Kayseri), Murat Ak (Antalya), Mehmet Er-
han Unal (Isparta), Ali Civril (Isparta)).

Y.189 q, b ve ¢ negatif olmayan herhangi sayilar
olmak tizere,

at +0* + ¢t — 2(a?? + b2c? 4 2a?)
+a2be + bac+ 2ab >0
egitsizliginin saglandigmi gosteriniz.

Cozlim. Esitsizligin sol tarafina f(a,b,c) diye-
lim. Baz hesaplamalardan sonra f(a,b,c) 'yi su
bigimde yazabiliriz:

f(a,b,c) )
= (a-+b+c)labc—(a+b—c)(b+c—a))(c+a—Db)].

(a+b—c),(b+c—a) ve (c+a—b) sayilan icinde

en fazla bir tanesi negatif olabilir (¢iinkii, Srnegin,
a+b-—c<0veb+c—a<0olursa, taraf tarafa
toplamakla 2b < 0 elde ederiz). Simdi, eger bu
sayllardan, sadece, bir tanesi negatif ise, onlarim
carpimi < 0 olacaktir ve bu takdirde f(a,b,c) >0
olacag: agiktir. Eger s6z konusu sayilarin hicbirisi
de negatif degilse, bu takdirde

a?b?c? > [a? — (b—c)?].[0* — (a—¢)?].[c> = (a—b)?]
=0b+c—a)*(a+c—b)*b+a—c)?

egitsizliginin her iki yanindan karekok alarak

abe > (b+c—a)(a+c—b)(b+a—c) = f(a,b,c) >0

elde ederiz. (Cozenler: Murat Ak (Antalya),

Alper Cay (Kayseri)).

Y.190. z1,29,-,Tm Ve Y1,Y2, -, Yn Saylar
oyle secilmisler ki, @1 + 2o + -+« + 2,, ve y; +
Y2 + -+ + yn toplamlar birbirine egitler ve

S=x1+x2+--~+a:m=y1+y2+-~-+yn

sayist icin S < m.n egitsizligi saglanmaktadir.
Ispat ediniz ki,

T1+T24 T =y Y2+t Yn

esitliginde bir kac sayiyi,
bicimde silmek miimkiindiir.

esitlik  korunacak

Coziim. S =z1+z2+ - +Tm = y14+y2+ - +Yn
sayisi 2 'den az olamaz. (Aksi durumda, S < m.n
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sartindan 1 < 1.1 geligkisi ¢ikar.) m = n =
2, 2 < 5§ < 3 durumunda problemin hiikmii ko-
layca kontrol edilebilir. Simdi, m +n = k diyelim
ve k > 4 i¢in problemi, k 'ya gdre tiimevarim
uygulayarak ¢ozelim. Genelligi bozmadan, z; =
MaX, 7 %4,Y1 = Max,;_7-V; ve o1 < 41 olsun.
(1 = y1 durumunda esitligin her iki yamnda
bu iki sayiy1 sileriz ve problem ¢dziilmiis olur).
Ti+zot Ty =Y F Y2 + -+ Yy, esitliging

(@1 =9) a2t T =yt Y (3)

biciminde yazalim. z; —y; = ac'l dersek, esitligin
her iki yaninda toplam m +n —1 = k — 1 terim
olacaktir. Timevarim adimim uygulayabilmemiz
icin 8" = ya+- - -+yp toplami m.(n—1) sayisindan
kiigiik olmahdir. y; = max,_1=v; oldugundan
y1 > §/n dir ve dolaysiyla,

n—1

n

n

< mn. =m(n—1)= 5 <m(n-1)

n
Boylece, tlimevarim varsaymmina gore, (*) 'da
bazi terimleri sildikten sonra egitligi korumak
mimkiindir. Oyleyse, T+ 39 A+ Ty, =
Y1 + Y2 + - + y, esitliginde de bazi terim-
leri sildikten sonra egitligin korunmasim saglamak
mimkiindiir. (Cozenler: Murat Ak (Antalya)).

MATEMATIKSEL OZDEYISLER

Galilei, Galileo (1564-1642): “Olgiilebilir
olan seyi 6l¢, olmayam da 6lgiilebilir kil.”

Galton, Francis (1822-19111): “Olanak
buldugunuzda Slcliniiz.”
Gauss, Karl Friedrich (r777-

1855): “Miknatis demiri cektigi gibi kuram da
uygulamayi geker.”

Hadamard, Jacques: “Gergel bolgede iki
gergek arasindaki en kisa yol karmagik bolgeden
geger.”

Halmos, Paul R.: “Yalmzca okumayiniz;
onunla savaginiz!  Kendi sorularimizi sorunuz,
kendi kamtlarinizi kegfediniz. Acaba varsayimlar
gerekli mi? Acaba tersi dogru mu? Klasik 6zel
durumda acaba neler oluyor? Dejenere durum-
larda neler var? Varsayimlar kanit icinde nere-
lerde kullanihiyor?”



