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Bu yaz bir anlamda bu dergide daha 6nce yayinlanan Ug Analiz Problemi baghkh yazidaki ticiincii
problemin ayrintili ¢oziimiiyle ilgilenecektir. Buna karsin ondan bagimsiz kendi iginde yeterli bir
biitiunlige sahiptir ve séz konusu yaz okunmadan, kavrama istegiyle ckundugunda yeterince ilging ve
yararhdir. Yine de kaynaklarda belirtilen [1] ve [2] yazilarimin kavranarak okunmas: kolaylagtinadir.

Simdi éncelikle “Uc Analiz Problemi” baglikh yazida da kisaca degindigimiz gibi, gercel sayilarn su
yalin ve temel 6zelligini gozleyelim. x ve y gercel sayilar: farkh ve sozgelimi 2z < y olsun. 0 <e<y—=z
gercekleyen her pozitif € sayisinin uygun bir tamsayi kat1 z ile y arasinda yer alir; gergekten

E<k:[5]+15f+1<2
€ € € €

oldugundan, bu & tamsayist icin z < ke < y bulunur. Oysa, gercel sayilarin Arsimet dzelligi nedeniyle

1 < n(y — z) gerceklenecek bicimde bir n dogal sayis1 var ve dolaysiyla, 0 < £ < y — x gegerli

n
oldugundan uygun bir k' € Z sayesinde r = %’ rasyonel sayisi igin x < r < y ger¢eklendigini gozleriz.
Demek ki, her farkli gercel say: ¢ifti arasinda en az bir tane (ve sonugta sonsuz tane, agagiya bakimiz)
rasyonel say1 vardir. Oysa, herhangi iki tamsay1 arasinda en az bir irrasyonel sayr bulundugundan
(gercekten kq ve kg tamsayilan icin &y < kg gegerli ise, kl—f—% irrasyonel sayist bu iki tamsay: arasinda

yer alir), sonugta herhangi farkl iki rasyonel say1 arasinda (Dikkat: r; = %31- rasyonel sayisimmn ro = ;’%
rasyonel sayisindan kiicik olmasi igin gerek ve yeter kogul kiny < keny gerceklenmesidir, ¢iinku
paydalar pozitif tamsayidir.) ve dolayisiyla, farkli herhangi iki gercel say: arasinda en az bir tane (ve
sonugta sonsuz tane) irrasyonel say1 bulunur (nasil?). Gergel sayilarin, tiim farkl gercel say1 ¢iftinin
arasmda en az bir eleman bulunduran &zel bir altkiimesine R ’nin yogun altkiimesi denir. Demek
ki, z < y ise, (z,y) agik arahginda yogun kiimenin en az bir elemani (ve aslinda sonsuz elemani)
vardir. O halde, Q rasyonel sayilar klimesi ve R — Q irrasyonel sayilar kiimesi R ’nin yogun altkiime

ornekleridir. Dikkat edilirse, herhangi bir p asal sayis: i¢in, rasyonel sayilarin 6zel
Ap:{k—|~g:;:keZ,neN,meN,O§m<p”}

altklimesi de R ’nin bir bagka yogun kiime &rnegidir, ¢linkii dzellikle 0 < z < y < 1 ise uygun bir n
dogal sayis1 sayesinde 0 < 517; < i <y — z gergeklendigini gozlemek yeterlidir; Gyle degil mi, sevgili
okurlar? Daha 6nemlisi, p ve ¢ gibi farkh iki asal say1 igin A, ve A, kiimelerinin ayrik oldugunu

gozlemektir; gercekten
m

1
pr
bulunur, ¢iinkii &y # ko ve 6rnegin bu tamsayilar icin k1 < ke gegerli olsa

ky + :k‘z—l—z—n-f— ise, k1 = ko
qn

1<k —ki=|ok 22| <1

D 1 qn2
celigkisi dogardi, neden? Demek ki, yukardaki esitlik bir an icin gecerli olsa, p—’ﬁll- = ;——',ﬁ?z— gibi kesinkes
olanaksiz bir sonugla yiizlegiriz, ¢iinkii bu iki rasyonel saymin her birisinin ortak asal ¢arpanlarinin
kisaltilmas: iglemi sonunda pay ve paydalarmm aralarinda asal hale indirgenmis olduklar: varsayilabi-
leceginden, 6nce m1q™? = mop™ esitligi ve sonra da zorunlu olarak ¢ asal sayisinin mg 'nin bir boleni
olmak zorunda kaldigini, bunun ise ¢ ve mq ’'nin aralarmnda asalligi nedeniyle olanaksiz oldugunu
gozleriz. Demek ki, p ve ¢ asal sayilan farkli ise, gercekten A, N A, = @ olur ve sonugta R ’nin ikigerli
ayrik olan sonsuz tane yogun altklimesinin varhifini gézlemis oluruz. Simdi de R ’nin yogin bir A
altkiimesinin, farkh iki gercel say1 arasinda, ashnda sonsuz sayida elemaninin bulundugunu. gézleyelim
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dilersenie. Gergekten, £ < y iso ve A kilmesinin z ile y arasinda yalnizca sonlu tane, Grnefin m tane
clemant bulunsayes ve bunlar soagelimi ay, a3, ¢, 0,y olsaydi ve vine sfegelimi, biyiklik sirsans
ghre bunlar icin
Ty Ty gy S

geoerli olsaydr, r ile ay gergel sayilan arasinda yofun A kilmesinden hig eleman balunmeasdi, bu
olunaksizdir. O halde, cfier 4 altkiimesi B 'de vofun ise, her = gercel sonsana, A kiimesinin ele
manlanndan olugturulan ve tim terimlori ikiger ikiger farkl olan en az bir yakmsak dizi yaknsar,
Saprmayin tfen; bune goelomek de giig degildir. Onee a; € AN(z — 1,z + 1) gibi bir cleman
seceriz; iking adimda, bog olmayan ber agk arsbkts A ‘nin sonsuz tane elemammn var oldujfun
siiyleven yulardaki gozlemimiz nedenivle a; # ay veas € ANz =4, r+ 1) gercekleyen bir elemanin
segeria; i+ 1 -inck adune gelindiginde v dnceki adonlardan ikisor ikiger farkh ag, ag, <« , oy elemanlan
belirlendifiinde, aym nedenden Stirk

tny1 € AN (2= -3/ " an1 & {a1,02,7-,05)

n+l’
gergeklown bir elemanin seceriz. Timevanmla tammlanan vo i termlen kiger ikiger furkls olan
(giinkid n # n ve drociin, n < m ise, am § oy, 9,000 80,0 ¢ By} Nedeniyle ay, # a,, gegerlidir)
b g boe, merpel say dizis

. 1
VYrneNMN igin |::—u"|~:;

safladindan, sonugtn lima—o |2 — ag] = 0 ve dalayisivia, avm sey demek olan @ = im0,
balanur,

Yofiun altkiimelerin ilging bir baska Geelligl, sirekli bir fonksivon altmdaki poriintilerinin, porinti
kiimesinde yofun olmasychr. 'If!mugln b nedenls

= {0, Fsin 1, F&in 2, Fsind, -}

kiimesinin [—1, 1] aralifinda yofgun oldufun, baska bir deyigle bu araliktaki horchangt iki farkh gercel
eay1 arasindn, uygun bir o ya daomdofol sayis yardimiyla sinn ya da —sinm gibi bir degerin yer
aldiffun agagula gireoeitiz. Okuyucunun, valmzes tamsavilann defil, genel olarak gereel savlann siniks
defierlerinin nazil tammlundigh kenusunda bilgi sahibi oldugunn nmmak Btivorum, bilmem yanlyor
muyum? Yalmzea agilann degil, gercel sayilann sintislerinin tamimim da Sfrenmek belirli diizeyde
olgunlaymay gerektirir. Indisi n fukat derecesi 2n = 1 olan, tasyone] katsayil

Pulz }—Z[ 1]'“ #-1  (2gR)

polincmlanmn, herhangi bir = gergel sayis igin var olan limg—oo polx) limit deferine siniis r de-
nilir v bu defer ksace sinx ile yambr, Ivi ama, her * € B igin bu limitin warbim giivencs
altna alan bilgileri bilmedikee, bu tanmm yalmzca duymug olmarun bir Sacmi olabilic mi? Keskusw:
hayir! Peki bir pozitil = gereel say igin, birim gember deuilen gemberin Py = (1,0) noktasmdan
baglayarak, cember boyunca, saatin igleviginin ters yiniinde tastamam z wsunlugundaki vay kndar
dolandifimzda, ulagtigume Py cember noktasun (0,0) noktasma birlestiven dofrumn O, ekeend ile

M
yaptyn P M, asma @, dersek (bu apya, radyan degiori = gergel saym olan merkez ag denir) ve
gimdi sin x = sin#, dive tarumlarsak, bu tanim anlayabilir miyiz? “Bu tanmms da sevisedim, ben daha
yaylann wsunbafunu belirlemey] bilmiyorum ki, hem neden birim gember boyunca saatin igleyisinin
ters yominde ilorleniyor? Peki, ya r gergel sayim negatif olsaydi™  hicimindeki sorgulayan karg
gilnslannmy duyar gibiyim. Evet, bunlan vo ::megm vukardaki tammiarm egdefer olup olmudiFm
(cgdegurdirler!) saghkh bir bigimde Sfrenmek icin dGniversite Gfrencisi olmamez gerekiyor, sevgili
okurlar; insantann ancak biyidiklerinds mepelflerin nasl diitnyaya geldiging Sfrenebilmelering, ben-
motehiliris bum, gakn yopouyorum. Evet, gimdi yo@un bir kiumenin siirekli bir fonksiyon altmdaki
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goriintiisii konusuna dénelim dilerseniz. Stirekli bir f : R — R fonksiyonumuz var olsun ve A C R
altkiimesi R ’de yogun olsun. f(A) = {f(a) : a € A} kiimesinin f(R) goriintii kiimesinde yogun
oldugunu gdsterecegiz, yani iki farkh f(z) ve f(y) sayilan arasinda uygun bir a € A sayesinde f(a)
gercel sayisinmn yer aldigimi kamtlayacagiz. Gergekten f(z) < f(y) ise, iinlii Ortalama Deger Teo-
remi nedeniyle biliyoruz ki, f(z) ile f(y) arasmdaki tiim gercel sayilar f fonksiyonunun en az bir kez
erigtigi degerlerdir; yani, herhangi bir f(z) < ¢ < f(y) igin ¢ = f(2’) gergeklenecek bigimde en az bir
z' gergel sayisi vardir. O halde, var olan ve f(zg) = %( flz) + fly)) gergekleyen zg gergel sayisinda
[ fonksiyonu siirekli oldugundan, 0 < ey < f(y) — f(z) gercekleyen bir porzitif €y sayisma kargihk var
olan uygun bir 0 < §y sayesinde tanimlanan z¢ ‘in civar: (komsulugu)

V€ € (xo — o, %0 + o) igin 7€) € (f(mo) — %))f(a;o) + %2) ,

ya da bagka bir yazmsla, |§ — zg| < bp ise, |f(€) — fzo)| < % gercekleyecektir. A kiimesi yogun
oldugundan en az bir ag € AN (xg — bo, 2o + &) elemam var olur ve sonugta f(ag) € f(A) gercel
sayisi

J(@) < f(@o) = 3 < flao) < fao) + 5 < )

gercekler yani f (z) ile f(y) arasinda yer alir. Evet, artik asil konuya girebiliriz samurim. Usta Alman
matematik¢i Dirichlet 1820 ’lerde gu 6nemli gergegi gozlemisti:

Dirichlet Teoremi: g sabit bir irrasyonel say1 olsun. A = {kg+m : k,m € Z} kiimesi gercel
sayilarda yogundur.

Simdi 6ncelikle amacimiz bu teoremin daha genel bir bicimini kamtlamak olacaktir. g sabit bir
irrasyonel say1 olsun. ¢ ve x-gergel say1 cifti rasyonel sayilar cismi iizerinde lineer bagimsiz olsun,
yani r1q + roz = 0 gercekleyen biricik vy ve 7o rasyonel sayilari r; = ro = 0 olsun, ya da bir bagka
egdeger yazigla x gercel, sayist ¢ 'nun tiim rasyonel katlarindan farkh olsun. Bagka bir deyisle,

r¢qQ={gr:rcQ}

gergeklessin. Herhangi bir r rasyonel sayisi ile g irrasyonel sayisi bu nitelikte bir cifttir, kolayca
gozlemleyebiliyoruz; degil mi sevgili okurlar? Simdi ana teoremimizi gorelim:

Ana Teorem: ¢ sabit bir irrasyonel sayi ve ¢ ile = gergel sayilar: rasyonel sayilar cismi tizerinde
lineer bagimsiz ise,
Az =A{kq+mz:kmecZ}

kiimesi gercel sayilarda yogundur.

Dikkat edilecek olursa, Ay, ve A_, kiimeleri egit olduklar igin (neden?) burada sdzii gegen ¢
irrasyonel sayisii pozitif varsayabilirz. §imdi her bir n dogal sayis: icin

kn = [ﬁ:ﬁ] €z
q
tamsayisi sayesinde kng < nz < (k, + 1)g gergeklendigi; &, = nx — k,q sayilarnin pozitif ve ikiger
ikiger farkh olduklari, yani n % m icin 6, # 6, gerceklestigi, hep, ¢ ve  ’in rasyonel sayilar tizerinde
lineer bagimsiz olduklarim sdyleyen temel hipotezin kolay gozlenebilen sonuclaridir. Ustelik, tiim 6,
sayilar (0,q) arahZindadir ve ayrica, t herhangi bir tamsay1 ve herhangi n ve m dogal sayilar icin

(b — Om) =t(km — kn)g+t(n —m)z € Ay y

gergeklenir. Gergel sayilarm {inlii Bolzano-Weierstrass ézelligi (bak. [1]) nedeniyle {6,,}2; dizisinin

[0,¢] kapali araligindaki bir gercel sayiya yakinsayan bir {6, }£2., alt dizisi vardir ve bu alt dizi her
yakinsak gergel say1 dizisi gibi bir Cauchy dizisidir, yani her 0 < ¢ icin

ki > ke ise |Gy — Om,| <€
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gerceklenecelk bigimdo bir &, dogal sayes) varder, Simdi farkl iki = ve y gercel sayilan igin, Groegin,
r < y gergekleniyorsa, 00 < ¢ < p — x geroekleyen herhangi bir pozitif ¢ sayes sayvesinde, bu «
sayinn knrghk var olan &, dofal sayvandin bityilk olan & ve § kb dofal spalan igin mg & my
wedeniyle S, ¥ i, ve shegelimi §y,, < 6, gereeklesecafinden, vz bugnuda pizbenen temmel Geollik
nideniyle, uygun bir fy tamsayin sayesinde

T by, — b, ) (€ Ag.) <y

bulunur, ¢lnki &, — fm, = |fm, = fs| < ¢ < ¥ — = gegerli olmaktadir. Demck ki, A, kiimesi,
gercekien, Rt kimesinds yojundur.

Dikknt, decl olarak = verine | rasyone] savis alimrsa, Dirichlet Teoremi, ana tooremden kolayes elde
edilmcktedir, gielevebiliyorusy dogil mi?

Uygulamalar

Yukardaki teorcmlerin ve sonuglarm ardindan gunlan hemen goxleyebiliriz. B = {2kx<+m: k,m e Z}
kiimesi B gergel sayilar kiimesinde ve onun sitrekli sindis fonksivonu altindakd ghrtintii kimesi olan

sin = {sinm:me T} = [0, Fsm 1, Fainl, .-}

ise [-1, 1] arahfinda yogundurlar. 2= irrasyonel saysuun rasyonel bir kati olmayan herhangi bir =
gerpel sayus bgin
Aze s = [2ew 4z k,m £ Z}
By ={sinmz:me T} = {0, Feinz, Feinlz,--}

kiimeleri iso, ana teoremin bir sonucy olarak, srasyla R ile [=1, 1] 'de yofundurlar. Baska bir deyimle,
= geroel savim 3x 'nin (ve dolayisiyla, 7 'nin) bir ireasyonel kati oldugunda (Dikkat: Her = gergel
ay1s1 £ = 7% nedeniyle, 7 ‘nin bir katidie, dyle digil mi?), yukardaki sasilabilir sonsuz clemanh B,
leiimesinin elémanlarmm belirladig ve eleuumlan ikiger ikiser [arkli olan tim yakmsak dizilerin lmut
nektalan kilmesi [-1, 1] aralifdir. Bu nedenle bu nitelikteld bir = gercel sayim icin {sinnx} ™,
ynkinsak olamaz, aksi halde 8, kiimesinin clemanlan vardimuvla belirlenen ve tiim l-EmnIH1 |hger
ikiger farkh olan tiom yakmsak dizilerin limit noktalan kiimesinin en fala iki eleram olurdu (neden’?).
Bu olanaksszdir, ¢linki stz konnsn limit noktalan kikmesi olan [-1, 1] arabinda sayilamaz sonsuz
sayuln gergel sayy vardir. Demck ki, x gercel savis « 'nin bir tam kati olmadiken {gsinnz )2, dizisi
waksar (bak. [2] yaz).

Jimdi de bir bagkn ilging lows drnek olarak

ity fy fulz)dz = 3 ol=)dz (1)
kogulun gerceklemesine kurpn, [0, 1] aralifindaki yofun bir kiimeye ait vim = gergel sayilan igin
iy e fulx) # g{=) i2)

olacak bigimde [0, 1] arahfinda tamml gorgel degerli ve siivekli [, = f.(z) fonksiyonlan ilo aym
aralikia taninl ve siieckli bir g = g{x) fonksivonunum var oldufum gésterclim, Gercekien

‘.:I" =1

=) =5 2 $in 2w (x — —}x.,,r; =) (zel01])

bigiminde tammlanan fouksiyonlur [0, 1] arabiimds sircklidirler ve istenen tim kogullan geroeklerer;
burada her 0 < k< 2* — | tamsayea icin [; , arabih

k k+'i

T =I5z )5 1001]
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biciminde tan1mlanm1§t1r ve dikkat edilecek olursa; & ve 4 birinci indisleri farkli ve Ornegin, k < ¢
ise, —i— <z gergeklestigi igin kolayca goriilecegi gibi I,n ve I; n araliklan ayriktir ve ayrica X1y
karaktenstlk fonksiyonu, yine bilindigi gibi, [0,1] arahigmda Iy ,, alt arahfna ait gergel sayllarda 1,
olmayanlarda 0 degeri almaktadir. Dolayisiyla, bu karakteristik fonksiyon apagciktir ki
noktalarinda stireksizdir. Oysa, tanumlarinda bu karakteristik fonksiyonlan kullanan f,, fonksiyonlar
[0,1] arahigindaki tim noktalarda siireklidir. Gercekten, oncelikle,

Vz € Ity igin fo(z) = Zsin2n(z — & (3)

gozlemeliyiz. Ayrica, yazimda yalinlik amaciyla, kisaca Thun = 5’:—; yazarsak

0= fulre,n) = fnlregin) = xli)m fo(z) = 1lim  fy(z)

Tk,n T=Theyi,n

gerceklendigini gozleyebiliriz. Ornegin, z gercel sayilar: Tk,n Tasyonel sayisima sagdan, yani I, araligi
i¢inden yaklasirlarken, (3) gézlemi nedeniyle, siniis fonksiyonu stirekli oldugu icin

hm ful(z) = z hm sin 27 W(m—rkn)zg():O

a:—»rk n :c—)Tk -

ve x gercel sayilar rkn sayisma soldan, yani bu kez Ir_i, aralig icinde kalarak yakla§1r1arken
falz) = sin 27 ( ) gerceklestiginden, apagiktir ki, aranan sol limit degeri sin 2”7r2—n— =sinm =0
olacaktir. Demek ki, gergekten fr fonksiyonunun ry, ., noktasmdakl limit degeri var ve 0 = fr(7%,n)
degerine esittir. f, fonksiyonu apagiktir ki, Iy, araligimn tiim 6teki noktalarinda zaten siireklidir

(bak. (3) tanmm). Ustelik Ap,n, ile yazacagumz agagidaki Riemann tumlev (integral) degeri icin

(k+1)/2™ L 1/27 9
Apn = / sin 2"m(z — —)dx = / sin 2" rudy = —
k/2n 2n 0 nm

bulunacagindan, kolayca,
1 S 20 =1 (k1) /2 7r2‘”—1
| waa=3 [ pa@hs=F - Aun =1
0 g JKk/2™ k=0

elde edilir. ‘O‘halde, [0,1] araliginda stirekli olan her z € [0,1] igin g(z) =1 sabit fonksiyonu igin

v /01 fu(z)dz=1= /01 g(x)dz

gercekleneceginden, apaciktir ki; yukarida yazili olan (1) kogulu gefgeklenir. Oysa, r = 2—’“,; bigimindeki
Ozel ve sabit tutulmug rasyonel sayist i¢in Hmy, oo frn () = 0 5 g(7) gergeklenir, ¢iinki

k 2k 22k
T o= e TS e DD s I s

on 2n+1 2n+2

nedeniyle, kolayca
’ 7€ It N Iofnit N s npo N gk ngs M-

ve dolayisiyla, kolayca

0= fulr) = fas1(r) = faga(r) = fars(r) =

elde edilir. Oysa, £ 3 bicimindeki dzel rasyonel sayilarin kiimesi, daha Once gozlendigi gibi, [0,1]
araliginda yogundur. O halde, (2) kogula da gergeklenmis olur. Peki, bu &zel rasyonel sayilardan
farkh bir = € [0, 1] igin limy, oo fn(z) var midir; varsa degeri nedir? g(z) midir? Ne dersiniz?
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Bu yazida son olarak digbiikey (konveks) fonksiyonlara iligkin ve dzellikle matematik olimpiyat kamp-
larma katilmis okurlarmn cok sevecegi tiirden bir soruyla ilgilenelim. Céziim yine [0,1] araliginda
yogun bir kilmenin nitelikleriyle yakindan ilgilidir. Tanim arahifma ait her z, vy cifti icin

flaz+ (1 -a)y) <af(@)+(1-a)f(y) O<a<l)

kosulunu gercekleyen gergel degerli ve gercel degigkenli bir f fonksiyonuna digbiikey fonksiyon denir.
Apagiktir ki, @ = 0 ve @ = 1 i¢in bu kogul kolayca gerceklenecektir. Ikinci tiirevi negatif olmayan
her gergel degerli fonksiyon (s6zgelimi, f(z) = e® ve g(z) = z?"(n € N) fonksiyonlar1) bu nitelikte-
dir. Bu tiir fonksiyonlarin grafigi, grafige her noktada gizilen tegetlerin olugturdugu tegetler zarfinin
hep iistiinde kalirlar. Bu dergide bu tiir fonksiyonlar iistiine cesitli ilging yazlar yaymlanmmgtir.
Ilgﬂeneceglmlz son soru su olacaktir:

Bir [a,b] arahginda tammli, gercel degerli ve siirekli bir f fonksiyonunun digbiikey olabilmesi icin
gerek ve yeter kogul, bu araliga ait her z, y cifti icin

F(EE) < 5f(2)+ 5/ () 4
kogsulunun gergeklenmesidir, gosteriniz.

Yanhs anlagilmasm, f siradan bir gercel degerli fonksiyon degil, sﬁrekli bir fonksiyondur. Apagiktir ki,
digbiikey bir f fonksiyonu, yukandaki digbiikeylik kogulunda oo = — alinirsa (4) kogulunu gergekleyecek-
tir. Tersine, (4) kogulunu gergekleyen siirekli f fonksiyonu neden digbiikeydir? Bir kez daha [0, 1]
araliginda yogun olan

1 2 2r—1 2"
2ngnign’ 0 Tgn gn
kiimesinden yararlanacagiz. Paydalarinda 2" bulunan, 2—n(k =0,1,---,2") bicimindeki &zel 27 + 1
tane rasyonel sayiya n-inci diadik kesirler, A kiimesinin elemanlarina ise yalmzca diadik kesirler
denir. Simdi; ilk asamada, (4) kosulunu gergekleyen f fonksiyonunun, n-inci diadik kesirler icin

flgra+ (1= 55)b) < g5 f(a) + (1 - £)F(b) ©

)
gercekledigini n dogal sayisi lizerinden tiimevarim kullanarak gostermek istiyoruz. Bu iddia (4)
nedeniyle, apaciktir ki, n = 1 icin gegerlidir. Bu iddia n-inci diadik kesirler icin gecerli olsun. f
fonksiyonunun herhangi bir (n + 1)-inci diadik kesir yardimiyla tammlanan gercel sayidaki degeri,

k k
fgrmrat (1= 5o,

eger k cift ve k = 2m ise kolaylikla, n-inci adim varsayumi kullanidarak

= f(ra+ - 5h) < i)+ (1 - 25 0)

= @)+ (1= ) )

gergekler; yok eger k& = 2m + 1 biciminde tek bir tamsayi ise, bu kez yukardaki deger icin, (4)
kullanilarak énce

A= { :n € N}

— fl5(Grat (- g+ (B e - Ly
< 5f(——a+(1———)b)+ f(m+1a+(1-m;r:1)b)

ve sonra n-inci adim varsayimi kullanilarak

1,m m I m+1

< gGfla) + (1= 5)f0) + (=1

= (@) + (- ) f0)

)
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gegerli olur. Demek ki, (5) esitsizlikleri tiim n-inci diadik kesirleri icin gecerlidir. O halde, sunu
kanitlamig bulunuyoruz: Herhangi bir o diadik kesri icin

flea+(1—a)b) < af(a) + (1 - a)f(b)

olur. Bu kanitlamada kullamlan akil yiiriitmelerin tiimiinii, herhangi z,y € [a, b] cifti icin yinelersek,
bu kez herhangi bir « diadik kesri icin

flow+ (1 - a)y) < af(x) + (1- a)f(y) (%)

elde edilir. $imdi herhangi bir (diadik kesir olmasi gerekmeyen) o € (0,1) almsin. A kiimesi [0, 1]
araliginda yogun oldugu icin (bu gercek yukarda gézlenmisti, animsiyoruz, degil mi?) lim,_co on = o
gergekleyen, tiim terimleri diadik kesirler olan yakinsak bir {c,}S2; dizisi var oldugundan, f siirekli
oldugu i¢in, =,y € [a, b] ne olursa olsun,

flez+(1-a)y) = lm flonz+(1-on)y)
< nlinéo(anf(m) + (1 - an)f(y))

af(z) + (1 —a)f(y)

d1§bﬁkéylik kosulu gégerli olur. Son esitsizligin, (5') kogulunun diginda, gecerli olmasi icin gerekgesini
saniyorum biliyorsunuz. Evet, yogun kiimelerle yeterince ilgilendik. Iyi ¢aligmalar sevgili okurlar.
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EGLENCELI MATEMATIK SORUSUNUN COZUMT...

Matematik Diinyasi’nin 7.cildinin 3.sayismin 24.sayfasinda asagrdaki eglenceli matematik sorusunu
sormugtuk:

Farkl: harfler farkh rakamlar: ve ayni harfler ayni rakamlar: gdstermek iizere,

Sfut

— = l...
B0l 0, golgolgo

egitligini gergekleyen rakamlar: bulunuz.
Okuyucularmmizdan Al Cevahir (Antalya) bize bir yanit génderdi:

476
98 = 0,518518518... .




