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UGGENIN ELEMANLARI ARASINDAKI BAZI ESITLIK VE ESITSIZLIKLER II ‘
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Ankara Universitesi, Fen Fakiiltesi, Matematik Bliimii, 06100, Tandogan-ANKARA
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Oncelikle yazida kullandigimz bazi gésterimleri tanimlayalim. R: cevrel gember yarigapl; r: igteget
gember yarigapi; s: yari gevre; F: alan; a,b,c: iiggenin BC, AC,AB kenarlarmin uzunluklari;
o, B,7: ucgenin ig agilary; 7o, ry, ro: dis tefet cemberlerin yarcaplari; hg, he, he: liggenin yukseklikleri;
Mg, My, Me: Uggenin kenarortaylary; wa, wy, w, : tiggenin aciortaylar:.

Teorem 1.1. Her tiggende
9r < hg + hp + ke, Swa+wb+wc§\/§s
olur. Burada esitliklerin gegerli olmast igin gerek ve yeter kosul iicgenin eskenar olmasidir.

Kanit: 2F = ah, = bhy = ch, oldugundan

11 1
ha+hb+hc:2F<*+—+")
; a b ¢

‘dir. Aritmetik ortalama-harmonik ortalama esitsizligine gore

1 1 1 9 9.2.F 18.F 9.F
— . P —) > —_— — = ——
a+b+c‘a+b+c olup ha+hb+hc‘a+b—l—c 2.8 s

ve F' = r.s oldugundan kg + Ay + A, > 97 bulunur. h, < w,, hy < wp, he < w,, oldugu biliniyor.
P = wy + wy + we diyelim. p < 1/3s oldugunu gosterecegiz. Bunun igin

a+b>2Vab, a+c>2/ac, b+ec> e
egitsizliklerini kullanacagiz.
24/bes(s — a) 2+/acs(s — b) 2y/abs(s — ¢)
We=—————L Wy = e =
b+ec a-+c a+b
oldugu biliniyor. O halde yukaridaki esitsizlikler kullanilarak
we </s(s—a), wy <+/s(s—b), we</s(5s—¢)

elde edilir.

P=We 4wy +we < /(s — a) +/s(s — b) + /s(s — ¢)
olup Yz, y,z > 0 igin (2 + y+ 2)% < 3(22 + y? + 2?) esitsizligi kullanilirsa,

< (VA=A + VAT 6= d)
<3[s(s—a)+s(s—b) +s(s —c)] < 3s?

ve boylece p < +/3s bulunur.
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A
Sonug: ABC tg¢geninde
9r < hg + hy + he < V/3s,

9 < w, + wy + W, S\/?:s

“dir.
A : : : : )
Kanit: ABC ’de by < w, <mg, hy < wy < my ve he < we < me oldugundan kamit agiktir.

‘ A ~ A A
Teorem 1.2. ABC iggeninin dig teget cemberlerinin merkezleri 01, Os, Os, ve 010505 ile ABC
uggenlerinin alanlan sirasiyla Fy ve Fy ise,

7 R
1ot
F2 r
dir.
A . - A . . . A e I .
Kanit: O;C B iggeninin alani Sy ,02C A ti¢geninin alan1 Sy ve O3AB ii¢geninin alani S3 olsun. Bu
durumda

Fi = Fy + 81 4+ S2+ 53 (0.1)

olur.

olup bu degerler (0.1) ’de yerine yazlirsa,

fi=ht—+5+3
e F. F: F.
re= = mp = = = (0:2)
s—a s—b s—c
oldugundan
. aFy bFy chy
R T P Sk pay y T P
ve
o 14 a + b 4 ¢
By 20s—a)  2(s—b) 2(s—¢)
20s—a)(s—b)(s—c)+als—b)(s—c)+b(s—a)(s —c)+c(s—a)(s—b)
- 2(s — a)(s — b)(s — ¢)
"dir. v
F? = s(s—a)(s = b)(s — ¢) (0.3)
“oldugundan
2
By g—.1;2-—4—52((1—}-b+c)—s[a(b-i—c)—{—b(a—{—c)—%—c(a—}—b)]—{-3abc (0.4)
7y 7 '

. §
'dir. a4+b4c = 2s oldugundan b+c=2s~a,a+c=2s—b,a+b=2s—cve Fy =rs, abc = 4RF,
“dir.

(2], Onerme 1.1) “den ab + ac + be = r2 + s? + 4Rr oldugundan a2 + b2 + ¢? = 252 — 2¢2 — 8 Ry "dir.
Bu degerler (0.4) ’de yerine yazilirsa,
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Fi 2% 4 25° — s[a(25 — a) + b(2s = b) + c(2s —¢)] + 3.4RF;

Fz - 2rs
. 225 4 253 — 2s%(a + b+ )+ s(a? + 52 + 62) + 12RFy
- 2F27"
_ 2r%5 4 25% — 25225 + 5(252 — 2% — 8Ry) + 12RF,
- 2Fyr
_ 12RF, —8Rrs _ 12RF, — 8RF, _4RF; 2R
- 27 - 2Fyr T 90 Tp

bulunur.

Teorem 1.3. Her tiggende
arg + bry + cre

=2R—-7r
a+b+ec

“dir.
Kanit: )
F F F
Ta: 7Tb: :TC: ?
s—a s—b s—c

ab+ac +be = r? + s + 4Rr, abe = 4RF ve F? = s(s —a)(s — b)(s — ¢) esitlikleri kullanilarak
gosterilebilir.

A .
Teorem 1.4. ABC tiggeninde

\4

97\ ¥
3\/57“(—%) < hg tan—+hbtan—ﬁ—+h tan 5

'dir. Burada esitliklerin gegerli olmasi igin gerek ve yeter kogul liggenin eskenar olmasidir:

Kanit:
g Y
p= htan-—i—hbtan +htan2
diyelim.
2
ha_—th 2F hczg—F—
b c
ve )
tan — = — ,tangz _b,tang-:sic

esitlikler: kullanilirsa, '
_2F ¢ 2F r 2F 7

T as—a bs—b ©¢s—c
1 1 1
=2 [a(s—a) +b(s—b) +c(s——c)]

Aritmetik ortalama-geometrik ortalama esitsizliinden

1

> 3.2.Fr i
= [abc(s — a)(s — b)(s — ¢)]®
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ve abc = 4RF, F? = s(s — a)(s — b)(s — ¢) oldugundan

. br
(RPE)T (1)
diir. ([1].(9)) *dan s? > 2772 oldugundan s > 3+/37 olup

6%r3s - 63r33./3 2\ /3
3> > ———— > —_— )
PPZE 2R :>p_3\/§r(R)

p>6Fr

Esitsizligin diger yami agagidaki egitlik ve egitsizliklerden gosterilir:
52> 212 F =rs,ab+ ac+ be = r* + s> + 4Rr.

Teoremin ifadesinde egitlik a = b = ¢ igin saglanir.

A
Teorem 1.5. Her ABC iiggeninde

n . . 1
31F39n=1pm < M sin g— + b" sin g— + ¢ sin g < i a?n+3 4 p2n+3 4 2043

"dir. Burada egitliklerin gecerli olmasi icin gerek ve yeter kosul tiggenin eskenar olmasidir.

ac

Kamit. sin § = \/gs_—_l%gs;c)_’sing_ =/ lmaem0) e sinl = (S"“gl(f_b egitlikleri biliniyor. Arit-

metik ortalama-geometrik ortalama esitsizliginden

a” sin % + b™ sin g + ¢ sin % >3 [(abc)”_lrzs]

1/3

([2],4.13) *den

abe
4/3 < ——o
\/5_ a+b+c

olup
a™ sin % +b"sin —g— + ¢"sin % > 3lt3gn—ipn
bulunur. Simdi .

Y c.1 s R o o Ao

denilip (z + y + 2)? < 3(2% + y? + 2?) esitsizligi kullanilirsa,

n 2n 2n 1/2
x+y+z§\/§[a (s—b)(s—c)+b (s;——a)(s~—c)+c (s_a)(s_b)J

be ac ab

2nHlfo _ 2ndblfo _ 2ndl(. o 11/2
S\/B-[a (s=b)(s —e)y+ bt (s —a)(s — c) + ®" (s — a)(s b)]
abe
colur. Simdi A.O-G.O. esitsizliginden

R EEuITET

(0.6)

©.7)

(0.8)

~olup (s — b)(s — ¢) < & ve benzer sekilde (s—a)(s—c) < & (s—a)(s—1b) < %; bulunur.. Bu

!
-~ esitsizlikler (0.8) *de kullanilirsa abc = 4RF olup

<a2n+3+b2n+3+ 02n+3>1/2

4

<
t+y+z<V3 T
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bulunur. F = rs esitligi, R > 2r ve s? > 27r? esitsizlikleri yardimiyla

323 L pont3 L ponts T3 . [2nt3 o oontl
x+y+zgﬂ\/a + +c <\/§\/a + 023 4 ¢

4 RF - 4(108)Y/ 4r\/r
\/a2n+3 + b2n+3 + c2n+3
4(12) a7

bulunur. Uggenin eskenar olmasi durumunda esitlik saglanir.

rt+y+z<

Yazimizi agagidaki problemlerle bitirelim:

a
ABC iiggeninde agagidaki esitlik ve esitsizliklerin varligini kanitlayiniz:

1. T“a—!- 5 + —Lo = 3s

tan & n? tan %
a
2. mEt — Ty = 2ra o+ re)

hathe hothe hethg s
3. a+b + b+c + cta TR

1 1 1 1 1 1 r
Lotetotatatnsi

KAYNAKLAR
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