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TAMKATSAYILI POLINOMLARIN RASYONEL KOKLERI: NEWTON YONTEMI

Halil I. Karakas ‘
Akdeniz Universitesi, Matematik Boltimiu, 07058-ANTALYA

Cebir ve sayilar teorisinin ilging problemlerinden biri, katsayilar: tamsayilar olan bir polinomun ras-
yonel koklerinin belirlenmesi problemidir. Okullarimizin ders programlarinda bu konuya deginilmekle
beraber, bu yazimizda sunacagumiz Newton ydntemi konu ile ilgili derslerin igeriginde pek gorilmez.

Burada, polinomlarla ilgili temel tanim, kavram ve ozellikleri tekrar etmeyecegiz. Arzu eden okuru-
muz bu dogrultuda 6zet bilglyi [2] no’lu kaynakta (Sayfa:10,11) bulabilir.

Bununla beraber, bir tamkatsayih polinom denince; ag, ay, - -+, @, tamsayilar olmak tzere,
P(x) = ana™ + - + a1z + ao

bigiminde bir ifade anlagildigini ve herhangi bir s sayisi igin
P(s) = aps™ + ---—f—aw—f—ao

tanimlandigim hatirlayalm. Eger P(z) polinomunun katsayilar: olarak adlandinlan ag, a1, -+, an
'vi reel sayilar veya bilen okurlarimiz igin herhangi bir tamlik bdlgesinin elemanlari olarak segersek,
o zaman P(z) ’e, reel katsayili veya katsayilari s6zkonusu tamlik bélgesinde olan polinom denir.

Katsayilar bildigimiz say1 sistemlerinden biri iginde olan bir P(z) polinomu ve bir s sayisi verildiginde,
P(s) = 0 ise, s sayis1 P(z) polinomunun bir k6ki1 *diir denir. Eger s bir rasyonel say: ise, s ’ye P(z)
’in bir rasyonel kéki denir. oo :

Tim katsayilar: tamsayr olan bir polinoma “tamkatsayil polinom” diyecegiz: Polinomlarin kokleri ile
ilgili birkag temel 6zelligi verdikten sonra tamkatsayili polinomlarin kéklerinin incelenmesine gececegiz
ve Newton yontemini sunacagiz.

Teorem 1 (Bezout). Reel katsayili bir P(z) polinomu ve bir s reel sayist Verilmi§ olsun. Bu
takdirde, (& — s) polinomu P(z) — P(s) 'yi boler. Daha agik bir ifade ile,

P(z) = P(s) = (z - s)A(=) 1
olacak bicimde, reel katsayih bir A(z) polinomu vardir. Ayrica, eger P(z) ’in katsayilary ve s sayisi
rasyonel ise, (1) ifadesindeki A(z) polinomunun katsayilari da rasyoneldir.

ispat. Her £ > 1 i¢in

xk‘__sk:(m_s)($k~l+xk~2s+'._+x8k~2+sk—l) ) ) : (2>
oldugunu biliyoruz. P(z) = anz™ + - - + a1z + ag Ise,

P(z) = P(s) = an (2" — s") + - + ap(z? — 57) + a1 (z — 5)
olur:(2) dzdesligi k = 1,---,n i¢in uygulanirsa, uygun bir A(z) polinomu igin
P(z) — P(s) = (z — s)A(z)

elde edilir. Burada, ag, a1, -+, a, ve s rasyonel sayilar ise, A(z) ’in katsayilarmin da rasyonel olacag:
agiktir.

Sonug 1. Eger P(z), reel katsayih bir. polinom ve s sayist onun bir kokii ise, uygun bir reel katsayil
A{z) polinomu igin,



20 ' : Halil I. Karakas

P(z) = (z - s)A(z) ‘ - 3)
alur. Ayrnica, P(z) ’in katsayilar ve s, rasyonel sayilar ise, A(z) ’in katsayilar: da rasyoneldir.
~ Ispat. Teorem 1 ’de P(s) = 0 olacaktir.

Sonug 2. P(z) rasyonel katsayili bir polinom, p ve q tamsayilar, ¢ # 0 olsun. Eger £ sayis1 P(z) ’in
bir kokt ise, ' ‘

P(z) = (g2 — p) B(z) (4)

olacak bigimde rasyonel katsayilr bir B(z) polinomu vardir.

Ispat. Sonug 1 ’e gore,
P
Pl) = (o - L)Ae)
olacak bicimde rasyonel katsayili bir A(z) polinomu vardir. B(z) = %A(m) de rasyonel katsayili bir
polinomdur ve

P(z) = (g —p)§A<w) = (qv - p)B(2)

istenilen sonucu verir.

Sonug 1’de, s'sayismin P(z) ’in bir koku olmasi igin bir gerek kosul verilmektedir. Bu gerek kogulun
ayn1 zamanda bir yeter kosul oldugu; yani, (3) kosulu saglanirsa, s 'nin, P(z) ’in bir kokii olacag
agiktir. Benzer sekilde, Sonug 2 ’de (4) kosulu saglanirsa, & sayist P(x) *in bir kéki olur.

- Simdi, tamkatsayili polinomlar ele aliyoruz:

Teorem 2. P(z) = anz™+- -+ ajz+ag, tamkatsayili bir polinom; p ve ¢ aralarinda asal tamsayilar,
g # 0 olsun. Eger % sayist P(z) ’in bir koki ise, ap say1s1 p ile ve a,, sayist da g ile tam bdliniir.

‘Ispat. £ "nun k&k olmasi durumunda,

o) n—1
p

anq_n + an-1 qn_l

+--~+a1§+ao:0
ifadesi ¢” ile carpilirsa,

anp" +¢" lanp+ -+ " laptgtas =0

elde edilir. Bu ifadede son terim diginda her terim p ile b&liindiigiinden ve ¢ ile p aralarinda asal =~
oldugundan, p sayist ap ’1 boler. Benzer sekilde, ilk terim digsinda her terim ¢ ile boliindiigiinden, ¢
sayisi a,, 'yi boler.

Teorem 2, tamkatsayili bir polinomun rasyonel kékleri aragtirilirken kok olmaga aday olarak disiiniilebilecek
rasyonel sayilar: sonlu bir kiimeye indirgemektedir. Ornegin,

P(z) = 82z° — 10z* + 52° — 182 4+ Tz + 3
polinomunun kokleri (varsa),

{—3 -3 =3 =3 333 =1 =1=1

87 4°271°84’1°87 4" 2"
iimesinin elemanlarrarasindadir. Bunlardan hangisinin P(z) polinomunun kékii oldugunun belirlen-
mesi de bagh bagina bir problemdir. Newton yontemi, bu dogrultudaki pratik yontemlerden biridir.
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Newton yonteminin temelini olugturan agagidaki teorem, [2] no’lu kaynakta problem olarak verilmigtir
(Sayfa 184, Problem 6.27). Orada verilen ispatta bazi yazim hatalar ve eksikler vardir. Bu vesile ile
oradaki yazim hatalarini ve eksikleri de gidermis oluyoruz.

Teorem 3. P(z), tamkatsayih bir polinom; p ve ¢ aralarinda asal tamsayilar ve ¢ # 0 olsun. Eger %
sayist P(z) ’in bir kokii ise, her ¢ tamsaysi igin (gt — p) sayis1 P(¢) ’yi tam boler.

ispat. P(x) = anz™ + ap_12"" 1+ .- 4+ a1z + a olsun. Burada, ag, a1, -, 0y tamsayllardir. Eger
E, P(z) ’in bir koki ise, Sonug 2 ’ye gore,

P(z) = (g2 — p)(bn—12"" 1 + bp_2z™ 2 + - - - + b1z + by) (5)

olacak bigimde by, b1, - -,bn_1 rasyonel sayilari vardir. Teoremin ispati icin bg, b1, ---,bp_1 ’in her
birinin bir tamsay1 oldugunu géstermek yeter. Simdi, (5) esitliginde katsayilar karsilagtirilirsa,

ag = —pbo

ay = gbg —pby

az = qby —pby
ak-1. = qbg_g—pbr_y ;

ar = qbgy ~ pb ; » (6)
apyy =  gbp —pbryy
Op-1 .= qbp_o— pbyp_1

an = qbn-—l

oldugu goriiliir. Teorem 2 'ye gdre p sayisi ag 1 ve g sayisi a,, 'yi boldiiginden, by ve b,_1 her
ikisi de tamsayidir. Timevarimla, b1, -+, b,_2 'nin her birinin bir tamsay1 oldugunu gdsterecegiz.
bo,b1,---,bx min her birinin bir tamsayr oldugunu gésterdigimizi varsayalim 0<k<n—2) ve
br+1 ’in de bir tamsayi oldugunu gosterelim. Katsayilar arasindaki iligkiler de kullanilarak kolayca
goriilebilir ki,

P(z) = (g2 —p)(bo + b1z + -+ be—127Y) = (gz —p)(bpz® 4+ - + byg2™Y)
(—pbr)z® + (gbr — pbrr)a™+ + - (gbpy)a”
= (ak"qbk—1)$k+ak+1$k+1+-"+anﬂ7n

"dir. Burada z yerine 1;— yerlestirilirse,

k k41 T

0= (ax _qbk—l)%+ak+l“q“,;‘ﬁ+"‘+an§_n

elde edilir. Son esitlik L ile garpilarak,

n—k-1 k

0= (ax _qbk—l)qn—k+ak+1q P+t anp™”
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edilir. Buradan, ax — ¢br_1 tamsayisinin p ile tam boliindigi gorilur ki, —pby = ak —qbi_1
sidugundan bu, bx 'min da bir tamsay1 oldugunu gosterlr

em 3 ’lin ispatinda kullandigimuz (6) 6zdesliklerine biraz daha yakindan bakalim. Bu ozdesglikler
anilarak bg, by, -, by—1 ardigik olarak elde edilebilir. Bu diigiince ile, ¢co, ¢1, ., €k, .o W1
zidaki gibi tamimlayahm: ‘

g = ~—bp= +
—qb
oy —b1:+a1 QO:a1+qu
) p
as —qb as + qc
C2_:__62:_*_2 g1 22+ 94
: p p
ay — qbg_ ag + qCr—
Ck:—bk:+k qk1:k qCk -1 (7)
P p

O halde, p ve ¢ aralarinda asal tamsayilar, ¢ # 0 olmak tizere, fll ‘nun P(z) = ag + a1 + -+ + apz"

Y. . ey e e e Ch—
“nin bir kokii olmas i¢in nce, cg = 4, sonra, ¢, = @atges ... sonra, cf = “—’"’%—1—, .- tamsayl

almahdir. Bu durumu pratik olarak kontrol etmek icin, P(z) ’in katsayilar siralanarak

ag | ay An—1 | Cn

tablosu olugturulur ve ¢o = 2 sayist bulunur. (Burada siralamanm ag ile baglayip a,, ile bittigine
dikkat ediniz.) Eger ¢ bir tamsay degllse L sayim1 P(:c) in kokii olamaz; cg tamsayi ise, yukaridaki
tabloda a1 ’in altina ¢y yazilir ve igincu satlra ay ’in altina, a; + gcg '1n degeri yazlir.

ap | a3 ay | a3 Qn
Co
ay +qcg

Simdi, e1 = %—q—c—g sayisl hesaplanlr Eger c; bir tamsay1 degilse, 2 say1sl P( ) ’in bir kokii olamaz;

¢ bir tamsay1 ise, tabloda ay ’'nin altina ¢; yazilir ve bunun da altlna lgiincl satira, ag + ¢gc1 'in
degeri yazilir. Sonra g = %2199 gaviqr hesaplanarak ayni islem stirdirilur:
y L2 P P 3 3

ag | a1 ag as - an~1 |.Gn
(&) C1 Ca
ai +qco | as + ger

Aciklamaya galigtigimz bu yonteme Newton yontemi denir. Newton yonteminde ikinci satirda
5,61, ¢, Cn_y tamsayilan elde edilebilirse, her k = 0,1,---,n — 1igin by = —ci olmak iizere,

g

P(z) = (qgz — p)(bo + bz + - - + bp_12™ 1)
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"dir.
Ornek olarak, Newton yontemini
Plr) =82 —102' + 52 — 182 + T2 + 3
polinemuns uygulayalun. Bu polinomun koki olabilecek sayilarn
{—3—3—3—3{133—1—1—]]l|51
T e rerrd
kimesinin clomanlan arasinda olacagim biliyoroz. Onee 5" sayimn deneyelim: Bu Srnegimiede,
ag =4, ay = T (MNeden¥), a3 = =18, aa = 5, ag = =10, a5 = 8 ; p = =3, ¢ = 2 'dir. Dolayyla,
og=2=-1l,0=3=~§
L=

-18
115

€ = 3 bir tamsay) olmadifindan, 5? bir kbk degildir.

Simdi § 'vi deneyelim: p=3, ¢ = 2. 65 = § = 41,6y = T = 3. Iglemlerimizi tablo Gzerinde
surdurelim;

3[7]-16[5 |-10 &
113 [4]-1 |4
gl-12]3]-12

sayisimn bir kik oldugu ve Plz) = (2r=3){=1=3z +427+ 22+ 42%) ynmlnlnilnmﬁi gorilir.
E:g:r F[':‘} "in hagka ra.ueyunel EEl:Jui uma bunlar Qiz) = (=1 = 3z + 4= + £* + 42Y) polinomu-
nuan kokleri ve dolaysiyia, =1, 1} kiimesinin elemanlanndan biri olmaldie. =L = I_Tl'l

3 -Li4 A
say sl deneyelim:
EIEIERERE
1T [-1]0][-1
1 |0 |1

Tablodan, S ‘in @(r) igin bir kik oldugu ve
Qz) = (42 + 1){=1 + 2 + 2%}
yazilabileceffi gorilir. Baylece,
Plz)=(2z=3)(dz + 1){z* + - 1)

oldugu goralir. Aynca, 22 4+ £ = | polinomunun hig rasyvonel koki bulunmsdigindan {nedenini
diigiiniiniz), Pz} 'in rasyonel kikleri § ve 31 'ten ibaretttir.

Plr)=ag+aiz 4+ a,z" polinomu verildifinde,

Hiz)=="P(= ,'I—uuz  ARREE ¥ ST Y
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munu digtinelim. Eger s # 0, P(z) polinomunun bir kékii ise, % de R(z) polinomunun bir kokii
Bu baglamda, yukanda Q(z) = —1 — 3z + 422 + 2% + 42* polinomunun kokleri aragtirihirken,
un yerine R(z) = 4+ z + 42® — 3z® — z* polinomunun kdklerine bakmak yeterli olabilirdi. R(z)
kok adaylar, F4,F2,F1 dir. —4 = _T4 sayisinl Newton yontemi ile denersek

411 (4]-3|-1
-1j0-171
0 144

losu elde edilir, buradan R(z) = (z +4)(1 + 22 — 2®) oldugu; dolayisiyla R(z) ’in —4 ’ten baska,
1>

) ’in de - "ten bagka rasyonel kékii bulunmadig) goriiliir.

o

Newton yonteminin R(z) ’e uygulamasi Horner ydntemini cagrigtirtyor mu?

Newton yonteminden hoglanan ve ybntemi pekistirmek isteyen okurlarimiza, rasyonel koklerini bul-
malar igin agagidaki polinomlarn éneriyoruz:
(1) 8t +22¢2 — 13t + 6
(2) 4825 + 80z* — 16023 — 140z + 37z + 30
(3) 1223 — 42—~ 172 — 6
(4) 623 + 1722 + 42 — 12
(5) 2123 4 11z — 923 + 23
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