PROBLEMLER VE COZUMLERI

Uyari: Dergimize alistirma problemlerinin ¢o-
zumlerini degil, yalnizca yarisma problemlerinin
cozimlerini yollaymiz. (Coztimleri gonderirken
Litfen su noktalara dikkat ediniz:

-Her sorunun ¢dziimiinit ayri bir kagida okunakh
ve anlagilir bir bigimde yaziniz.

-Kagidin sag tst kogesine adinizi, soyadinizi,
adresinizi, ogrenci iseniz okulunuzu ve smifimiz1
yaziniz.

~-Cozumleri, Akdeniz . Universitesi, - Matematik
Bolumi, 07058-ANTALYA adresine 29 Subat
2000 tarihine kadar gonderiniz.

ALISTIRMA PROBLEMLERI

A.201. 2% — 2 + 1 = 0 denkleminin her bir
kokiiniin tersi, z° 4+ 2 + 1 = 0 denkleminin bir
kokiidiir; kanitlayiniz. :

A. 202. Toplamlar: ve carpumlar tam kareler
olan dogal say1 ikilileri bulmak igin bir yontem
gosteriniz.

A. 203. Kenar ugunluklar a,b,c,d olan bir
dértgenin alamnin ﬁ“z*ﬂ "den fazla olamayacagim
gosteriniz.

A. 204. Sifirdan baska tiim rakamlarm bu-
lundugu ve- 5 ile biten bir 9 basamakhi say:
tamkare olamaz; kanitlaymniz.

A. 205. A%C’ iggeninin AH yuksekligi, BD ke-
narortayr ve C'N i¢ aclortayr ayni bir noktadan
gegiyorsa, a, b, ¢ (kenar uzunluklan) arasinda
hangi baginti vardir?

YARISMA PROBLEMLERI

Y.201. ag,ay,...,a,-3 reeel sayilar olmak lzere,
n n-=1 3 2 —
apx” + a1z + .. tap.zet+ ezt +z+1=0

denkleminin koklerinden en. az birinin 1eel ola-
mayacagl; yani, karmagik olacagini kanitlayiniz.
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Y.202. % < sin20° < é—é esitsizligini ispat-
layiniz.
Y.203. Bir k € N sayismmn su  ozelligi

vardir: k ya boliinen herhangi bir sayinin rakam-
lar1 ters sirada dizilerek elde edilen say1 da
k ya bolinmektedir. % mn 99 ’u boldiginiu
kanmitlayiniz.

Y.204. /2,2 ve 715
Bu sayilardan herhangi ikisinin yerine, onlarin
toplarminim +/2 ye bolimiinii ve farkimn/2 ve
bolumini koymaya izin veriliyor. Bu iglemler bir
kag defa yapilarak, 1, v/2, 1 4+ +/2 icliisiinii elde
etmek miimkiin mudir?

sayilart verilmigtir.

Y.205. Bir P noktasindan gecen 51,5353
cemberleri birbirleriyle ayrica A, B,C nokta-
larinda kesigiyorlar. Eger A, B, C noktalarn
P ’den gecmeyen bir dogrunun uzerinde ise, bu
gemberlerin merkezlerinden gegen ¢emberin P
noktasindan da gegecegini ispatlayiniz.

COZUMLER

A.191. Dizlem tzerinde 1111 tane nokta, ras-
gele alinmmsg herhangi 3 nokta yaricapr 1 ’e esit
olan bir dairenin tzerinde bulunacak bigimde
isaretlenmistir. Bu durumda, noktalarin hepsinin
yarigap: 1 olan dairenin uzerinde oldugunu ispat
ediniz.

C6ziim. Tsaretlenmis noktalarin hepsini iizerinde
bulunduran en kigik c¢aph daireye bakalim.
Bu dairenin cemberi iizerinde ya merkeze gore
simetrik 2 igaretlenmis nokta bulunacaktir, ya
da dar agh bir iiggenin isaretlenmis nokta-
lardan olugsan kogeleri bulunacaktir.  Fakat,
igaretlenmis ¢ noktay: tzerinde bulunduran mi-
nimal yaricapl dairenin yaricapr < 1 oldugundan,
igaretlenmis noktalarin hepsini iceren minimal
dairenin yarigap: da < 1 olacaktir.

A192. ¢+ zy+y = z? + y? denkleminin tiim
tamsayl cozumlerini bulunuz.

Co6zim. Denklemin her iki yani 2 ile garpildiktan
ve. uygun dizenlemeler yapildiktan sonra onu
agagidaki denk bicime getirmek mimkindir:

(=12 +(y-1)"+ (@ -y’ =2.
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Sonuncu denklemin ise tiim tamsay1 ¢oztimlerinin
(0,0), (0,1), (1,0), (2,1), (1,2), (2,2) oldugunu
gormek zor degildir.

A193. 22—y =0, (z—a)®+y?® =1 denklem-
ler sisteminin tam:

(a) 4 tane; (b) 3 tane; (c) 2 tane
coziime sahip olmasi igin a parametresinin
saglamasi gereken kosullar: bulunuz.

Cozim. Birinci denklemin ¢éziim kiimesi y = =
ve y = —z dogrulan lizerindeki noktalardir.

ikinci denklemin ¢ozum kilmesi ise, inerkezi
(a,0) noktasinda ve yarigapt 1 olan ¢ember (a
parametresinin (—oo,c0) araliginda degistigini
unutmayin) uzerindeki noktalardir.

rY

Problemi, a > 0 i¢in inceleyelim (simetriden
dolayi, a < 0 igin de uygun sonuglar gikarilabilir).
Ikinci resimden anlagilacag gibi, a > /2 igin sis-
temin hi¢ ¢ozlimu yoktur.

a = +/2 igin tam 2 tane coziim vardr:

Problemler ve Cézimleri

(vV2/2,7/2/2), (V2/2,-/2/2); ve a = 1 icin tam
3 tane ¢oztm vardir: (0,0),(1,1),(1,—1);
diger durumlarda ise (yani, 0 <a<lvel<a<
V2 hallerinde) tam 4 tane ¢dziim vardir.

A.194.

(- 2=2? =27 =

100 tane parantez

- 2)2 - 2)2

ifadesinde parantezler acilarak sadelestirmeler
yapildiktan sonra 22 'nin éniindeki katsay1 ne ola-
caktir?

Cozum. Verilmis polinomun serbest terimiz = 0
noktasindaki degerine, yani,

(.. ((4=2)" - 2)2 — ) 2)2 =(4-2)2=4

sayisina esittir.

Simdi, probleme genel halde bakarak, k tane
parantezin bulundugu ifadede z ’in katsayisina A

ve z2 'nin katsayisina By, dersek,

Ak = Zl.l4k_1 ve By = Ag—l + 4Bk_1

. oldugunu kontrol edebiliriz.

Ote yandan, (¢—2)? = 2% —4z+4 Szdesliginden

dolayi, A; = —4, By = 1 ’dir. Boylece,
Ar = 4.Ap_; formuliini gozonine alirsak, her
k =:1,2,3,... icin Ay = —4* olur. Bunu B =

Az_l + 4By formulinde yerine koyarsak,
By =4Bj,_; +4%7% (k=1,2,..)
elde ederiz.

B; = 1 oldugunu goézonunde tutarak, sonuncu
rekiirans denklemini ¢ozersek,

14 —1 1
Bk :4k_i. T — 5(42}»—1_4]6—1)

elde ederiz. Ozel halde,
Log199 409
Bigo = §(4 — 47
olur.
A. 195.  Ikiger ikiger birbirine digtan teget

olan A, B, C merkezli ve: Ry, Ra, Rs yangaph iig
cember ayni zamanda bir d dogrusuna da tegettir.



Problemler ve (Jéziimleri

A merkezli gemberin d dogrusuna degdigi nok-
tanin A ya gore simetrigi P, diger iki cemberin
birbirine degdigi-nokta @ ile gosterilmek tzere
PQ L CB oldugunu ispatlayiniz.

Coziim. BEK L AP olsun. AB = Ry + R,
ve AK = |Ry — Ry| 'dir. BK = 2/R— 1Rs,

BP =+/4RZ+ R , PC = \/AR? + R bulunur.

C, @, B noktadagtir. Kosinis teoreminden,
) A
PB? = PQ?+ R}—2PQRycos PQB= 4R} + R}
A
PC?* =PQ*+ R —2PQRscos PQB= 4R¥+ R3

A
= PB?= PC? = R2— R —2PQ.cos PQB (Rs+
A

Rs) = R — R% = cos PQB= 0 elde edilir. O
halde, PQ L BC ’dir.

Y.191. Pozitif sayllardan - olugan (a,b,c,d)
sirali dortlisiinden her sayi bir sonraki ile ve
dordiincit say1 ise birinci sayr ile garpilarak
elde edilen sayilarin siralanmasiyla (ab, be, ed, da)
sirali dortlisii elde ediliyor; sonra aymi islem
bu yeni dértliiye uygulaniyor ve tguncu sirali
dortli olugturuluyor, ve bu iglem stirduriliyor.
Boylece elde edilen dortliller dizisinde (a,b,c,d)
dortliisiine ikinci kez rasgelebilmek icin gerek ve
yeter kosul, ¢« = b = ¢ = d = 1 olmasidir.
Kanitlayiniz.

Coziim. Yeterlilik agiktir. Kogulun gerekliligini
kanitlayalim. Varsayalim ki, dortliler dizisinde
(a,b,c,d) ’ye ikinci kez rast gelinmistir (yani,
dortliler dizisi bir periyodik dizidir). Bu
takdirde, once abed = 1 olmasi gerektigini
gosterelim. abed = p olsun. Bu durumda ik-
inci dortliddeki sayilarin garpimi p?, liglinctideki
sayilann carpinu p*, dordiinciidekilerin garpimi
25, olur. p = 1 degilse, p,p?
p*, P8, sayilarinin hepsi farkh olur ve
dolaymsiyla, dortliler dizisinde iki aymi terim
olamaz. Simdi, ikinci dortliye bakalim:
(ab, be,ed, da). abed = 1 oldugundan, dordiinci
dértli (b%¢?,c?d?, d%a?, a?b?)  olacaktir (kontrol
ediniz!}. ~ Yani, dérdunci - dortliyii elde etmek
igin ikinci dortlinin “girdilerinin” karesini ahip,
uygun yerdegigtirme yapmak lazimdir. ~ Ben-
zer sekilde, altinci dortli, dérdinct dortlinin
“cirdilerinin” karelerinin yerdegistirmesinden elde
edilit:  (c*d?®, d*a*, a*b*, b%c*). Benzer yol
izlenerek, dizinin sekizinci, onuncu ve diger te-

rimleri bulunabilir.

Simdi iddia ediyoruz ki, ikinci dortliiniin tim
“girdileri” 1 ’e esittir: ab = be = ¢d = da = 1.
Gergekten, eger bu “girdilerin” hepsi 1 ’e egit
degilse, onlarn en biiyigii 1 *den biyiik olacaltir.
Ornegin, diyelim ki, ab > 1 ’dir. O halde (ab)?,
(ab)?t, (ab)®, ... sayisal dizisi sinirsiz artayor. Bu
ise dortliiler dizisinin periyodik olusuyla celisiyor
(periyodik bir dizi (fonksiyon) sinirl olmak zorun-
dadir). Boylece, ab =bc=cd=da=1=a =
b=c=d=1.

Y.192. n > 5 olmak iizere, bir diizgiin n-gende,
en biiyiik ve en kiigiik kogegenlerin fark: n—genin
kenar uzunluguna egit ise, n saywsin1 bulunuz.

Coztim. n-genin kenar uzunluguna a,, biyik ve
kiiglik kitmelerinin uzunluguna da, swirast ile, Dy
ve d, diyelim. Hangi n ler icin a, = Dy — dy
oldugunu bulmak istiyoruz.

n = 8 durumu

c
) D
A @) fa )
K L /%
= 9 (11_11"1111111
o
a 8

n = 6veyan = 7igin D, —dn < ap oldugu
kolayca goriilebilir (kontrol ediniz !).

n = 8 durumunda kiiciik kgegen olan BD ’nin
ucglarindan biyik kogegen olan AF ’ye BK ve
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DL diklerini indirelim.
A A
ABK=LDE=225% < 30°

oldugundan, |[AB| = ag > 2.|AK| = Dg — ds =
|AB| = ag > Dg — dg olur.

A A
n = 9 durumunda ABK=LDE= 30° oldugundan
|AB| = ag = 2|AK| = Dg—dg olur. Yani, dlizgiin
" dokuzgende ag = Dy — dg olur.

Simdi n > 9 olsun. Bu takdirde D, > Dg,d, <
dg ve a, < ag oldugundan,

Dn—dn2D9~—d9:a9>an':>Dn——dn>Cln

esitsizligi saglanir.
saglayan n sayist 9 a esittir.

Y.193. Bir subay her :gece, 33 asker
iginden sectigl bir takimi nobete gondermektedir.
Takimdaki asker sayisi bazi geceler 9, bazi geceler
ise 10 olmaktadir. Biitiin askerlerin ayni sayida
nobet tutmug olmalari icin en az kag gece
gecmelidir?

Cozum. 9 tane askerin nobet tuttugu gece sayis
k ve 10 askerin nobet tuttugu gece sayis1 da
[ olsun.  Bundan bagka , her askerin tam m
gece nobet tuttugunu varsayalim. Bu takdirde,
asagidaki denklem elde edilir: 9k 4 100 = 33m.
m = 1 i¢cin denklemin dogal say1 ¢oziimi yoktur.
m = 2 i¢in tek ¢ozim k = 4, [ = 3 ’tur.

Dolayisiyla, butin askerlerin aymi sayida nobet
tutmus olmalart i¢in en az 4 + 3 = 7 gece
gegmelidir.

(Cozenler: Eray Kanpak (Yozgat))

Y. 194. n bir pozitif tamsay: olmak tuzere
% — 3zy? + 2 = n denkleminin tamsayilarda bir
¢oziimi varsa, o coziimden baska iki tane daha
¢ozimi bulundugunu gosterinz.

Coztim. Denklemin sol tarafina P(z,y) diyerek,
onu su bicimde yazalim:

P(z,y) = 2° - 3zy? +y® = (y — 2)® — 32%y +
22° = (y— 2)° = 3(y— £)o? —&° = Ply—2,~3).

z,—x) = P(—y,z —y) olur. Bu egitliklerden eger
(z,y) cifti verilen denklemin ¢ézlimi ise, (y —

Yani, problemin kogulunu

Problemler ve Cozimleri

z,—z) ve (—y,z — y) ciftlerinin de birer goziimi
oldugu gortilir. Bu ¢oziimler, farkli ¢ézumlerdir;
ginkil aksi halde # = y = 0 olur ve buradan da
n = 0 olmas1 gerekir. Halbuki, varsayima gore
n # 0 ’dir.

(Gozenler: Eray Kanpak (Yozgat))

Y. 195. Merkezleri A ve B ile gosterilen, birbir-
lerinin disinda bulunan Ky, K3 kiireleri veriliyor.
Tepe noktast Ky kiiresi lizerinde bulunan ve K,
kiiresine teget olan koninin bu kiireye degdigi nok-
talarn olugturdugu gemberin merkezi gozoniine
aliniyor. Tepe noktast Ko lzerinde degigtigi za-
man s6zil edilen merkezin geometrik yerini belir-
leyiniz.

Coztim. AB dogrusundan gegen bir D dizlemi
ile K1 ve Ky nin arakesiti olan ¢emberler a ve
b olsun. b gemberinin bir 7' noktasinda tepesi -
olan koninin kiirede belirledigi cemberin T' den
gegen iki tegetl, D ile koninin arakesiti olan 177,
TTy dogrularidir. [T1,7%] ’nin orta noktast O
olmak tzere, O noktasi s6zi edilen ¢emberin
merkezidir. Buradan AT.AO = AT? bulunur.
AB ’nin K, kiiresini kestigi noktalar P,Q@ ol-
mak iizere tepesi bu noktalar olan konilerle elde
edilen ¢emberlerin merkezleri de O;, Oy olsun.
AP.AO; = AT?, AQ.AOy = AT? ’den yarar-

lanip ilk bagint1 da kullanildiginda % :“}qoo ,

A A A A

dolayisiyla AOOs~AQT ve AO,0=ATQ elde
A A

edilir. Benzer bigimmde, A0,0=AT P bulunur.

A A A A A e
01003=A40:0 — A010=ATQ — ATP=PTQ
' = 90°
“dir.

T, [PQ] capli gemberi ¢izerken, O noktas: da
0105 caph cemberi ¢izer. D dizleminde geo-
metrik yer bir gemberdir. AB ’den gegen her
dizlem igin D ’deki durum benzer olarak or-
taya cikarilacagindan O noktasinin geormetrik yeri
[0103] capli kiiredir.



