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Bu yazi, bagtan belirtmeli, vektor uzayi, metrik
uzay, topolojik vektor uzayi ve Banach uza-
y1 denilen kavramlar biraz olsun bilenler igin
vazilmigtir ve bu konularda ilging bir iki sonucu
onlarm dikkatlerine sunmayi amaglamaktadir.
Ulkemizdeki iiniversitelerin Matematik Béliimle-
rinin’ Ogretim iye ve yardimcilan arasinda bu
derginin okuru olanlara yoneliktir oncelikle bu
yazl, ama anilan kavramlari biraz olsun tanimig ve
kavrama istegiyle okuyan okurlarin da bu yazidan
yararlanabilmeleri i¢in yaz1 boyunca belirli olgiide
aciklayici olunmaya caligilacaktir. O halde daha
bagtan bu yazimin okurlarmin, ornegin, bir d

metrigi ile domatilmig bir X metrik uzayinda,

bostan farkli herhangi bir A kiimesi igin, z € A
ile d(z, A) = 0 iddialarinin egdeger olduklarini ve
dolayisiyla su gok yalin ve yararl

ACSy(Ae)={zeX : d(zA) <e}

kapsamasim1  kolayca gozleyebildiklerini varsa-
yiyoruz; A elbette A ’mi kapanis kilmesini
gostermektedir.  Yine okurlanmizin, azalarak
sifira yakinsayan bir {e, }22 ; pozitif gercel sayilar
dizisi yardimiyla, boyle bir metrik uzayda, her
n € N igin d(z,,2n+1) < €n gercekleyen bir
{2 }5% dizisinin, bir Cauchy dizisi oldugunu zor-
lanmadan gozleyebileceklerini varsayiyoruz. Ote
yandan bir topolojik vektdr uzayi, bilindigi
gibi, vektdr uzayindaki iki temel cebirsel islemi,
yani toplama ve skalerle ¢arpim iglemlerini stirekli
kalacak bir topolojiyle donatilmug ozel bir vektor
uzayina denir ve yine iyi bilindigi gibi bir vektor
uzaymnin elemanlarina ise vektor denir. O halde
toplama igleminin stirekliligi nedeniyle bir X
topolojik vektor uzaymin zo ve yo vektorleri ne
olursa olsun zg + yo toplam vektorintn herhangi
bir G komsulugu, bu vektorlerin sirasiyla uy-
gun birer Uz, ve V,, komsuluguna ait vektor
giftlerinin toplamlarim ihtiva eder, kisacas1 = €
Uge ve y € V,, vektorleri ne olursa olsun z +
y € G gergeklesir, kisa yazilisla Uy, + Vyy, C G
gegerli olur. Skalerle garpim iglemi, o gergel ya
da karmagik sayis: ile & vektoriiniin olugturdugu

ikiliye vz igareti ile gosterilen vektorii-eslestirir
ve bu isglemin bir (wg,zo) ikilisinde siirekli ol-
masi, bilindigi gibi aoezo vektorinin herhangi
bir U komsulugu alindiginda og gergel ya da
karmasik sayisinin R ya da C tlzerinde tammh
topolojik uzaydaki uygun bir komsgulugundaki
tim o skalerleri ile zy vektoriinin uygun bir
Ugo komsulugundaki tim 2z vektorlerinin oz
carpumlarmin oz € U gergeklemesi demektir.
Yine iyi bilindigi gibi sabit bir zg vektori ile
Steleme (tim z € X vektorlerine he (z) =
x + 2y vektoriini eslestiren fonksiyon) ve sabit
ve sifirdan farkh bir g skaleri ile carpma (tiim
x € X vektorlerine agz vektoriini eglestirme) X
topolojik vektor uzayindan kendisine tanimlanan
birer topolojik esyapt fonksiyonu (homeomor-
fizma) olduklan ve dolayisiyla i¢ ve kapams gibi
topolojik islemleri koruduklar igin (biliyorsunuz
h bir topolojik egyap1 fonksiyonu ise gercekten

i¢ h(A) = h(ig A) ve h(A) = h(A)

gerceklesir) sonugta, X topolojik vektdr uzaymda
yine gok yalin ve yararh

ig(wo + A) = wo +1i¢ A, To+ A=xzo+ A
ve benzer nedenlerle
agA = apd, iglagd) = aglic A)

ve ozellikle =g vektoru yerine vektoru

alinirsa,

—xg

ig(A — o) = (igd) — zo

bagmtilarinin  gegerli “oldugu anlagilir,  giinki
ornegin xo + A klUmesi, yukarida tammlanan
heo(A) gorinti kiimesinden bagka bir gey
degildir. Bir vektor uzaymnda A ve B altkiimeleri
ne olursa olsun A + B igareti ile

{zx+y:z € Ay€ B}

kiimesinin gosterildigini amimsatalm. A — B
kiimesi de benzer bigimde tanunlanir ve elbette
« skaleri ne olursa olsun oA kiimesi de

{az @ € A}
“dir. Bir X topolojik vektor uzaymda daima
A+BCA+B , A-BCA-B

kapsamalar gegerlidir. Bunlar toplama ve (her =
ve y vektor ikilisine  — y = @ + (—y) vektorini
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eglestiren) ¢ikarma islemlerinin strekli olusunun
kolay sonuclaridir; peki ¢ikarma islemi neden
sireklidir?

Bu yaz ¢ sonucun kamtlandigi g boliimden
olugsmaktadir.

Birinci Sonug

Simdi bu yazidaki ana amaca, Fonksiyonel Analiz
‘in Oncisi ve buytk ustasi Polonyali Stefan Ba-
nach ’m en olaganiistli sonuglarmdan birisi olan
Acgik Fonksiyon Teoreminin (bak. ikinci
bélim) 6zgiin ve ilk kamitindaki nedenlemenin
bir bakima topolojik kokeni sayilabilecek temel
ve bagumsiz bir Onermeyi kanitlayarak girelim:
Dolayisiyla: bu bélimde salt metrik uzaylarla
ilgilenecegiz. - Bir X kiimesi tzerinde taniml
bir d metriginin belirledigi topolojik uzayda, iyi
bilindigi gibi, bir z € X noktasimin yerel taban
iyeleri

Salze) ={ye X : d{y,z) < €}

agik yuvarlarndir, kisacasi ancak ve yalniz uygun
bir 0 < & sayesinde Sg(z,e) C G gergekleyen
bir G agk kimesi # € X noktasimi ihtiva
edebilir ve d metriginin belirledigi metrik uzay
kisaca (X, d) isareti ile gosterilir. Bu metrik
uzayda Sy(A,e) = {z € X : d(z,4) < &}
kiimesinin, d(z, A) = inf{d(z,a) : « € A} tanm
kullanlarak U{Sa(a,€) : acA} birlesimine esit
oldugunu gozlemek gi¢ degildir. Bilindigi gibi
tim Cauchy dizilerinin yakmsakligmin givence
altinda oldugu 6zel bir metrik uzaya tam metrik
uzay denir. (X,d) ve (Y,p) metrik uzaylan
arasinda tanumh bir f : (X,d) — (Y, p) fonksi-
yonu ancak ve valniz, 0 < £ verildiginde

38 >0 ,f(Sa(z,9)) C Sp(f(z),e)

kogulu gerceklenirse = € X mnoktasinda
stireklidir denir; bu tanimda sozi edilen po-
zitif & sayisi genellikle hem ¢ ve hem de z ’e
baghdir. Yeri gelmigken sunlart animsatahm:
e verildiginde bu J§ sayisini strekliligin ince-
lendigi # elemanina bagh olmaksizin belirleye-
biliyorsak, kisacas1 ayni bir §, , tiim z € X ele-
manlarinin stireklilik tamiminda, yukarida yazili
f(Salw,48:)) C S,(f(z),e) kapsamasinda kul-
lamlabiliyorsa, ya da egdeger bir yazsla, eger
bir @, y cifti icin d(z,y) < 6. gergeklenmesi

p(f(2), fy)) < e gerektiriyorsa, iste bu ozel

durumda f fonksiyonuna bu iki metrik uzay
arasinda duzgin sirekli fonksiyon denir,
valnizca ¢ tarafindan belirlenien 4. pozitif sayisina
ise ¢ 'nun belirledigi diizgiin siireklilik sabiti
denir.  Ornegin f(z) = 1 fonksiyonu (0,1)
araligindan (0,00) arahima tamml ve siirekli
bir fonksiyondur, ama diizgiin siirekli degildir;
sunkit ¢ = 0,1 igin hig bir & pozitif saysi
duzglin siireklilik sabiti gorevini goremeyecektir;
gergekten d verildiinde 0 < & < min{4, $}
gergeklsayen pozitifl d'  yardimiyla tanimlanan

T = 5 vey = % gercel sayilan igin d Oklit
metrigini gostermek tzere d{z,y) = |z — y| =
§6— < & < ¢ olur, ama 2 < 31-; = |f(z) -

F(y)| nedeniyle apagiktir ki [f(z) = f(y)| < 0,1
gerceklenmemektedir. Dizgin sureklilik kavram
ozellikle ikinci bolimde kullanilacaktir. Simdi
ana onermemizi gorelim. Ama once animsatalim:
Tanimlandigi uzayda her noktada siirekli ola-
bilen bir fonksiyona stirekli fonksiyon denir.

Ana Onerme: (X,d) tam bir metrik uzay ve
[ (X,d) = (Y, p) fonksiyonu siirekli olsun. Bu
takdirde agagidaki iki kosul esdegerdir:

(1) Ve >0,36. >0,YVz € X igin
S,(f(%),6.) C F(Sa(z,e))

(2) Ve > 0.,36 >0 Vo € X igin

Ss(f(2),87) € f(Sa(z,e))

Kanitlama: Bir kiime kapans: tarafindan kap-
sandig1 icin (2) kosulu gercekleniyorsa, &, olarak
67 alarak (1) kogulunun gergeklendigini gozlemek
kolaydir.  Simdi tersine f fonksiyonunun (1)
kosulunu gergekledigini varsayalun ve (2) ’nin
gerceklendigini gostermeye ¢aligalim. Herhangi
bir # € X ve 0 < ¢ almsin ve tim kamtlama
boyunca bunlar sabit tutulsun. (1) kogulu ne-
deniyle

Ve € X icin S,(f(2),d.) C F(Sa(z,e)) (3)

gergeklenecek bicimde bir pozitif §, vardir. Simdi
once her n dogal sayisi igin €, = 55r yazip bu
&, sayilarina karsihik (3) kosulunu gergekleyen ve
var olan pozitif sayilar §; isareti ile gosterirsek,
bunlar yardimiyla

5, = min{6*, %}



pozitif sayilanm tanimlarsak, §, < 67 nedeniyle,
(3) kullanilarak

Vn e N,Vz € X i¢in
Sp(f(2),8n) C F(Sa(z,en))

elde edilir. Bundan sonra artik amacimz

3

Ve € X igin S,(f(z),61) C f(Sa(x,¢))
gergeklendigini géstermek olacaktir. Bu son id-
diay1 kamitlamak igin Banach 'in’ Acik Fonksiyon
Teoremindeki 6zgiin kanitlamasmda yararlandi-
g1 dahiyane yontemini kullanacagiz. (Boylelikle
dahiyane bir yoéntemi kullanarak yeni geylerin
kamtlanabildigini 6grenmis olacagiz.)

Once geligigiizel bir y € Sp(f(2),01) elemam
secelim ve gerekli olacagl icin # yerine tiim
kanitlama boyunca zy yazalim. (3/) kogulu ne-
deniyle

Yy € Sp(f(w0),01) C f(Salwo,e1))

gegerli oldugundan, y € Y noktasinin her agik yu-
varl f(Sq(w,,€1)) goriintii kiimesiyle bogtan farkh
olarak kesismek zorundadir, bu nedenle

Sp(y,82) 0 f(Sa(wo,e1)) (#0)

kesisim kiimesinde en az bir eleman vardir;
kasacas1 Sq(wo, £1) yuvarina ait en az bir elemanin,
ornegin belirli ve secilmis bir z; € Sa(zg, e1)
elemaninin f(z;) goriintiisi bu kesisimde bu-
lunur. Bu yéntemi ardarda yineleyip, tiimevarim
yardimiyla X uzayinda oyle bir {zn}22, dizisi
- tammlayacagiz ki

VYn € N igin
d(éE‘n—l,ZL’n) < €n, p(f(xn),y) < 6n+1; (4)

gergeklesecektir. Gergekten de biraz Snce secilen
z1 € X elemaninin

d(zo,21) <er ve p(f(w1),y) < 8

gergeklendigi apagiktir ve s6zii edilen dizinin

(4) kogulunu gergekleyen wg,zy,...,z, terimleri
tanimlanmis oldugunda (3') yardimiyla

Sp(f(2n),0n+1) C F(Sa(@n,ent1))

ve p(y, f(zn)) < dny1
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gegerli olan bilgilerini ve herhangi bir metrik
uzaydaki temel A C S4(A,9) kapsamasini kulla-
narak

Y € 5,(f(®n),0n+1) C F(Sa(2n, ent1))
€ Sp(f(Sa(@n, en+1)), dnt1)
= U{S/)(z’dn—i-l) 12 € f(Sa(zn,eny1))}

bulunur.  Bu ise y elemanimin son birlesime
katilan d,41 yarigaph yuvarlardan en az birisine
ait olmasimi gerektirir. Demek ki 8yle belirli bir
Tni1 € Sq(@n,eny1) vardir ki y elemant F@ns1)
‘in §p41 yarigaph yuvarnndadir, kisacasi hem
d(@n, @n1) < €nt1 ve hem de Py, f(Ent1)) <
dny1 gegerlidir. O halde gergekten tiimevarimla
(4) iddialanmin dogrulugu gosterilmis olur. Oysa

U € Nicin ply, /(2n) < buss € 1
nedeniyle, kolayca (Y, p) metrik uzaymda y =
limy o0 f(2,) bulunur.  Ustelik limy_, o En =
0 ve her n € N ig¢in d(zy,2p-1) < én
oldugundan, yine zorlanmadan, {z,, }3%, dizisinin
(X, d) metrik uzaymda bir Cauchy dizisi oldugu
gozlenir ve bu uzay bir tam metrik uzay oldugu
igin, bu dizi uygun bir € € X limitine
yakinsamak zorunda kalacagindan hem d(¢,zo) =
limy, 00 d(2n, 29) ve hem de f siirekli fonksiyon
oldugu igin y = limy e f(zn) = F(¢) bulunur.
Oysa

d(wo,2n) <Y d(zer,m) < Y e
k=1 k=1

o0

€ €

<2 on+l — 3
n=1

gegerli olacagindan d(€, zp) < § < ¢ yani & €
Sa(zo,€) ve dolaysiyla y = f(€) € f(Sa(zo,€))
bulunur. y elemanini nereden aldigimizi ve zy =
z yazldigini animsayarak, tiim bunlarin sonunda
gercekten

Ve € X igin S,(f(z),61) C f(Sa(z,¢))

gerceklendigini anlariz. © Demek ki f- siirekli
fonksiyonu (1) kogulunu gergeklerse, (2) kogulu-
nu gergeklemektedir, = ¢linki (2) kosulunda
varhgl aranan 67 olarak d§; ’in, ahnabilecegi
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kanitlanmigtir. Kisacasi tam bir metrik uzayda
tanimli ve siirekli f fonksiyonu igin (1) ve (2)
kogullarn egdegerdir.

Sonug: X ve Y birer topolojik uzay (bir metrik
ile donatilmg olmalar: gerekmez) ve g fonksiyonu
X uzaymdan Y uzayma tamumh olsun. Bilindigi
gibi X uzayindaki tiim agik kiimelerin g fonksi-
yonu altindaki goriinti kiimeleri Y uzayinda birer
agik kiime ise, ancak bu kosul gergeklendiginde g
fonksiyonuna agik bir fonksiyon denir. f(z) =
«® fonksiyonu (ve genel olarak p(z) = 22"+!
bigimindeki 6zel polinomlar) R uzayindan ken-

disine tamimlanmig (siirekli ve) acik fonksiyon- -

dur. Yukandaki ana Snermede inceledigimiz ve
(1) kogulunu gergekleyen siirekli f fonksiyonu agik
bir fonksiyondur. Gergekten G C X altkiimesi,
onermede sozii edilen (X, d) tam metrik uzayinda
agtk ise, f(G) gorinti kiimesi (Y,p) metrik
uzaymnda agiktir, ¢linkii herhangi ¢ € G igin
Salz,e) C G gergeklenecek bigimde bir pozitif e =
g; vardir ve bu sayiya karsilik (1) = (2) kosulu
nedeniyle S,(f(z),d:) C [f(Sa(z,e)) C F(G)
gergeklenir, yani f(G) kilmesi her elemanmin
p metriginde uygun bir agk yuvarimi kapsadigi
icin agik bir kilme olur; gergekten herhangi bir
metrik uzayda bir A altkiimesi her bir z € A
elemanimin uygun bir é, yarigaph acik yuvarini
kapsiyorsa, kolayca

A=U{S(z,8,) : 2z € A}

gergeklenir (nasil?) ve bir takim acik yuvarlarm
birlesimi olan A kiimesi agik bir kiime olur.

Ikinci Sonug

Simdi yeniden topolojik vektor uzaylaryla
ugrasmaya dénelim. Bu ikinci boliimiin ana
sonucu Banach ' unli Agik Fonksiyvon Teo-
remi olacaktir hi¢ kuskusuz. X, topolojisi bir d
metrigi tarafindan belirlenen bir topolojik vektor
uzayl olsun. Bu uzayda herhangi bir 0 < ¢ igin,
gabuk bigimde

oo
U Sd 9 E

gegerli oldugunu gozleyelim; dikkat X uzaymdaki
sifir vektoriinii, R ya da C cisminde 0 igareti
ile gosterilen sifir skalerinden ayirdetmek icin
§ isareti ile gosteriyoruz. = Gergekten herhangi
bir z € X vektorii alindiginda {2}52, vektor

dizisi 0 vektoriine yakmnsadigl igin, uygun bir
ne € N yardimyla (her) n > n, icin £ €
S4(0,€) ve sonugta z € n - S4(f,¢) gegerli ola-
caktir. Eger boyle bir topolojik vektor uzayinda,
ustelik toplama islemi diizgiin stirekli oluyorsa, bu
takdirde bu &zel topolojik vektor uzaymna lineer
metrik uzay denir. O halde lineer metrik uzay-
larda, 0 < e verildiginde, bu pozitif sayr1ya kargihk
gelen Oyle bir d. duzglin siireklilik sabiti vardn ki,
2 ve y vektorleri ne olursa olsun

Sd($76€)+5d(y76€> g (5)
gergeklernir, ¢linkii (,y) ikilisinin garpim uzayin-
da, é. tarafindan belirlenen Sa(%,4.) x Si(y,é.)
komsulugunun toplama fonksiyonu altindaki
goruntisii (5) bagnfisinda sol yandaki kiimeden
bagka bir gey degildir. Bu son bagintida y = 0
alimip

59d($ + Y, 6)

$+ Sd(gyé‘s) g Sd(m1(5€) + Sd(gyas)

nedeniyle yalin ama ¢ok yararl

x4+ S53(6,0.) C Salz,e) (Vo € X) (6)
kapsamas: ve bu kez de y = —z ahnarak
Si(z,8.) C e+ S4(0,8.) (YzeX) (6)

kapsamas: elde edilir.

Bu boliimiin énemli bir bagka kavrami seyrek
ktime ’dir; bir topolojik uzayda ancak ve yalmz
ic A = ) gercekleyen bir A altkiimesine seyrek
kitme denir. R' uzayinda Z tamsayilar kiimesi
ve {% : n € N} kiimesi tipik seyrek kiime
ornekleridir, ama bu uzayda sayilabilir elemanh
ve igl bos olup seyrek olmayan kiimelere ornek
olarak {r € Q : 0 < » < 1} verilebilir; bu son
kiimenin kapams: [0, 1] ve kapaniginin igi ise (0, 1)
araliklandir. Biraz topoloji bilen ilgili okurlara
bir not ekleyelim: Seyrek bir kimenin bog ol-
mayan herhangi bir acik alt uzaya ait noktalarinim
olugturdugu altkiime, bu agik alt uzayda yogun
olmadig) igin, seyrek kiimelere hig¢ bir yerde
yogun olmayan (nowhere dense) kiime de denir.
Kapamisi ana kiimeye egit olan kiimelere, bilindigi
gibi, yogun denir.

Yardime: Onerme: Bir lineer metrik uzaydan
bir tam metrik uzaya tanimlanan Srten (iizerine)
bir f lineer fonksiyonu icin 0 < € ne olursa olsun
f(S4(8,¢)) kiimesi seyrek olamaz.



Kamtlama: Bir X lineer metrik uzaymndan Y
tam metrik uzaymna tammh olan f orten ve li-
neer fonksiyonu, ortenlik nedeniyle, ¥ = f(X)
gergekler ve tstelik f lineer oldugu igin sonugta

—_—f(L_Jn-Sd(Ga Un

bulunur. Oysa bir tam metrik uzayda bostan
farkll herhangi bir yogun agik kiimenin asla
sayilabilir sayida seyrek kiimenin birlegimi olarak
yazilamadigl sonucunu veren inli ve olaganiistii
Baire Teoremi nedeniyle, 4, = n - f(54(0,¢))
kiimelerinin tiimii seyrek olamaz, kisaca uygun
bir ng dogal sayis1 yardimiyla

0 #ig Ang = ig(no - £(Sa(0,¢)))

= no - (igf(Sa(0,¢)))
bulunur, o halde f(S4(f,¢)) kiimesinin ka-

panisinin i¢i bogtan farkhdir, kisacasi bu goriintii
kiimesi seyrek degildir.

Sd95

Burada Baire Teoreminin ifadesini bilen-okurlar
icin agtklayici bir iki sey sdyleyip olas: ikirciklen-
melerini gidermenin gerekli oldugunu
diisiiniiyorum. Unlii Baire Teoremi aslmda bir
tam metrik uzayda sayilabilir sayida agik-yogun
kiimenin kesigiminin yogun bir kiime oldugunu
soyler ve kamitlar; boylelikle bir tam metrik uzay-
da, bir A acik kiimesinin sayilabilir sayida S,
seyrek kiimesinin birlegimi olarak yazilmas: duru-
munda, apagiktir ki bu kiime UZO:I Syp birlesimi
tarafindan kapsanacak ve her agik kiime igine esit
ve istelik daima

ig B = X\(X\B)

gegerli oldugundan, sonugta

elde edilecektir, gunkii  X\5,, kiimeleri hem acik
hem yogun olduklar igin (neden?) kesisimleri
Baire Teoremi nedeniyle yogun olacaktir. Bu ne-
denle yardimci nermedeki nedenleme dogrudur.

Evet, simdi bu ikinci boliimiin ana sonucunu,
inld Banach Agk Fonksiyon Teoremini gorelim.
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Olaganiisti Baire Teoremi olaganiistii bir sonug
turetiyor:

Banach Aqk Fonksiyon Teoremi: Iki tam
lineer metrik uzay arasinda tanimh herhangi
bir silirekli lineer ve orten fonksiyon acik bir
fonksiyondur.

Kanitlama: Bagtan énemli bir uyar yapahm: “

” igareti tiim kanitlama boyunca vektorel gikarma
islemini gosterecektir. §imdi X ve Y lineer metrik
uzaylar tam olsun ve f : X — Y fonksi-
yonu soylenen nitelikte olsun. - Simdi amacimiz
oncelikle ’

by € i¢ ‘f(Sd(Qx,E)) ‘ (Ve > 0)

gostermek olacaktir. 8 ’larin altlarindaki harfler
onlarin hangi lineer metrik uzaymn sifir vektoru
oldugunu ayrmmsamak igindir. d metrigi ile
donatilmig X lineer metrik uzayinda vektorel
cikarma islemi siirekli oldugundan, pozitif ¢ ver-
ildiginde
Sa(fx,0) —

Sa(0x,d) € Sa(fx,e)  (7)

gergeklenecek bigimde, 0x vektoriine bagh olarak
belirlenen pozitif bir J. vardir ve bu pozitif say1
yardimiyla, yardimei 6nerme kullamlarak

Y € igf(Sa(0x,6c))

gergekleyen biry, € Y vektorliniin varligi anlagihr
ve Y uzaymda

QY:ys“ysE (19 f(Sd(ngJE)))_’ya
=1¢ (m—%)
Cig (f(Sa(0x,9:)) — f(Sa(fx, 4

)

bulunur. Oysa

(A1) = f(As) C f(A1)—

= f(A1—A2)

f(Az)

nedeniyle (¢linkl son adimdaki esitligi yazarken f
‘nin lineerligi nedeniyle f{A1) — f(A42) = f(4; —
Ag) gecerli oldugu animsandi), sonugta (7) kul-
lanilarak, kolayca dncelikli amag kanitlanmis olur.



Nurettin Ergun

O halde Y lineer metrik uzaymin metrigi p ile
gosterilecek olursa, yukardaki e sayisina karsilik
uygun bir pozitif 7. sayisi yardimyla

S/)(HY)UE) - f(Sd(6X>6)> (8)
elde edilir.

Simdi bu sonugtan yararlanalm. (6) nedeniyle,
0 < ¢ verildiginde uygun bir pozitif §. yardimiyla

x4+ Sq(0x,d.) C Sa(x,€)

kullanihrsa ve (8) bagintisinda & yerine bu son
belirlenen d. ahnirsa ve yine (8) bagintisinda §, =
d sayisina karsihk belirlenen 7, yardimiyla

F@) + Sy(0v,m,) C £(z) + F(Balfx, 5.))

) + f(Sa(0x,6:))

= f(e + Sa(0x,4:)) C f(Sa(z,¢))
kbkulunukrk. Son olarak da (6") 8zelligi kullénlhrsa,
sonugta uygun bir ¥ pozitif sayisi sayesinde

Sp(£(2),62) € f(Sa(=,¢)) (Vo€ X)

: :bulu\nur O halde sézii edilen f fonksiyonu ana
ronermedekl (1) k0§ulunu gergekler ve dolayisiyla
acik bir fonksiyon olur: Bitti!

Baire Teoremi sayesinde yardima onermeyi ve
onun yardimiyla Banach ’'in bu tnlii sonucunu
kanithyoruz, ayrimsiyoruz degil mi? Son adimda
kullandigimiz ” Ana Onermenin” dnemini unut-
madan elbette!

'["Jgiinc{i Sonug

Bu son kisimda bu yazinin yazarnin ilging
oldugunu disindigi bir. gozlemi yer almak-
tadir. Bu sonucun bagkalar tarafindan daha énce
gozlenip gozlenmedigini bilmiyorum. Iyi bilindigi
gibi Banach uzaylarn gok ozel ve gok giiclii lineer
metrik uzaylardir, tizerlerindeki metrik bir norm

sayesinde belirlenir. Bir X vektor uzay: lizerinde
[| . || isareti ile yazlan bir norm tammliysa,
d(z,y) = ||z — y|| bigiminde tammlanan d uzaklik
fonksiyonu bu kiime lizerinde bir metriktir ve eger
(X,d) uzay1 istelik tam bir metrik uzay ise X
‘e Banach uzay: denir. Tambk kosulu aran-
madan bir normla donatilmig vektor uzayina salt
normlu vektor uzayi denir. Yaziyi ¢ok uzat-
mamak i¢in, okurun norm konusunda, en azindan

B(z,e)={y€X : d(z,y)=le—yll<e}
agik yuvarlarinin, su inanilmaz
B(8,¢),
B(z,e) =z + B(6,¢)

-B(b,e) =

B{8,2¢) = B(0,¢) ¥ B(f,¢)
= B(w,g) — B(z,¢)

baglantilan gercekledigini ya bildigini ya da ko-
layca gozleyebilecegint varsayiyorum.  Dikkat
edilirse ikinci ve tg¢iinci bagintidan kolayca

B(e,5)+B(y, 5) =

elde edilir, dolayisiyla her Banach uzayinda
toplama islemi diizgiin siireklidir baska bir deyisle
Banach uzaylar: birer lineer metrik uzaydir. Buna
karsin, tum karmasik say1 dizilerinin kiimesi C¥
‘nin C cismi uzerinde bir vektor uzay: oldugunu,

B(z + y,¢)

bu kiime tizerinde, {z,} . ; ve {yn}or, “eleman-
lar1” arasindaki uzakhgin
SN I L
n T In
AMonhiis, Bndies) = 2 3 T, —

bi¢iminde tanimlanan Fréchet metriginin bir
lineer metrik uzay belirledigini ve uzayin bir Ba-
nach uzayr olmadig: iyi bilinmektedir. Evet,
son. gozlemimize gegmeden gerekli son tanmmi
ammsatalim: Iki topolojik uzay arasinda tanimh
bir fonksiyona, tammlandig1 uzaydaki tiim kapal
kiimelerin goriintiilerini kapali yapabiliyorsa, ka-
pali fonksiyon denir. Tium polinomlar kapal
fonksiyonlardir (ama dereceleri > 2 olanlar lineer
olamazlar).

Onerme: Bir X normlu uzayindan bir Y Banach
uzayina tanimlanan orten ve lineer bir fonksiyon
bir kapali bir fonksiyon ise, agik bir fonksiyondur.

Evet, sagirtici degil mi?  Fonksiyonumuz ka-
pali bir fonksiyon ise, agik bir fonksiyondur,
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ustelik streklilik kosulu aranmaksizin, ama yine
lineerlik ve ortenlik yeterince guglii hipotezlerdir.
Kanitlayalim. Gergekten f : X — Y lineer 6rten
fonksiyonu kapali bir fonksiyon ise, 0 < € ve-
rildiginde 0 < &5 < 5 01 < dy <€ gercekleyen
posz sayllar yardimiyla

B(0x,82) — B(0x,02) = B(0x,25) |
C B(0x,61)
gergeklegtiéinden‘ ve ustelik uygun bir yo € Y
vektori ve uygun bir pozitif §p sayesinde
B(yo,d0) C f(B(0x,62))

gergeklestiginden (ikinci  bélimdeki

onerme nedeniyle,

vo € ¢ (F(B(0x,d2)) )

gercekleyen vektortin uygun bir . agik yuvan
bu kapanig tarafindan kapsanir) ve sonucta Ba-

yardimecl

nach  Teoreminin - kanitlanmasindaki - akil
yiiriitmelerinin benzerleriyle
B{fy,d0) C B(fy,2d0) = B(yo,d0) — B(yo,60)

C f(B(9x,d2)) ~ [(B(0x,d2)) ,
C f(B(0x,d1)) C f(B(0x,d1)) C f(B(0x,¢))

bulunur. ~ Gergekten son iki adima gecerken
sunlara dikkat edildi.” f kapali bir fonksiyon
oldugu icin ve ozellikle kapamig kitmelerinin (ki ka-
pahdirlar) gériintiileri kapal olacagindan, f(A) C
F{A) kapsamas1 apagiktir ki

f(A) =
verecektir ve listelik §; <&
B(8x,61) ={z € X :||z]| < d1} C B(bx,¢)

gecerlidir. O halde her iki yana f(z) vektoruni
ekleyerek ve f lineer oldugu i¢in

B(f(z),d0) = B(fy,d0) + f(z)
C f(B(0x,¢)) + f(z) = f(B(=,¢))

elde edilir. Bu son sonug f fonksiyonunun, bi-
rincl bolimiin sonunda yer alan Sonuctaki akil
yuriitmeler nedeniyle acik bir fonksiyon oldugunu
soylemektedir.

flAyc F(4)

secimi nedeniyle

Nurettin Ergun

YAZARLARA

Dergimiz matematige ilgi duyan herkesi yazar
kadrosunda kabul etmektedir.  Yayinlanacak
yazilarin matematik ile ilgili olmas1 diginda her-
hangi bir kisitlama yok. Fikir vermesi agisindan
su konular siralayabiliriz:

* Konu sunuglari.

* Matematiksel dustincenin degisik
alanlardaki uygulamalarim vurgulayabilecek
yazilar.

*

Yillardir ¢oziim bekleyerek yeni ¢ozilmiig
ya da heniiz ¢éziilmemig tinli problemlerin
tanitima.

* Matematige ilgi duyan oOgrencilerin kendi-
lerini agmasina yardimei olabilecek problem-
ler.

Matematiksel kavramlar tarihi ve mate-
matikgilerle ilgili yazilar.

* Daha saghkli bir mifredat programm
olusturmaya yonelik inceleme, elestiri ve al-
ternatif oneriler.

Matematik Diinyasmdan giincel haberler. -

Gonderilen yazilar aynen yayinlanabilecegi gibi
blitiinligii bozmayacak baz degisikliklerle de
yayinlanabilir. Simdilik olanaklarimiz yazarlara
telif {icreti odemeye elverigli degildir. Bu
nedenle anlayigla kargilanacagimizi umuyoruz.
Gonderilecek yazilarin okunakli el yazisi ya da ter-
cihen daktilo ile ya da PC ’de Latex programi
yardimyla, diizgiin ve tam cumlelerle, Tirkge
dilbilgisi kurallarna uyularak, {istiiste formiil
yigmlarindan kagiilarak yazilmasi, beg sayfay:
gececek yazilarda bolme noktast belirtilmesi rica
olunur. Yazilar

Matematik Dunyas:
Akdeniz Universitesi, Matematik Bolimii,

07058-Antalya

adresine gonderilecektir.




