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2. Asama Smavi, 3 Aralik 1999, 1. Giin (Her soru 7 puan, stire 4,5 saattir.)

1. 0< 2,9, 2, w < 36 olmak lizere, | ‘
a4y’ =22 4w (mod 37)
denkligini saélayah (z,9,2,w) snaii tamsay1 dértliilerinin sayism bulunuz.

2. O merkezli bir cembere, d;§1r‘zd‘aki bir § noktasmdan cizilen tegetlerin deénjrie noktalan P ve @Q;
SO dogrusunun gemberle kesigim noktalar A ve B; PB (kiigiik) yaymnn herhangi bir i¢ noktas1 X;
QX ve PX dogrularinin OS dogrusu ile kesisim noktalar C' ve D ile gosterilmek tzere,

1,1 2
- Tac] " 1ap| ~ 4B

old‘ugutnﬁ ispatlayamz. ,‘ ; ) :
3 n ve_:i.p poz,‘iti.f,tamsayﬂar olmak 'iiz_é;ié, z,je {1,2,..,n} igin [f(5) — FUN <p §art;1m‘,sa§layan 5
Lz e et lp - L) o
fonksiyonlarinm sayls;min (p +1)"F! = p"*1 oldugunu gﬁsterinizl 1
2 Aéa;ﬁa Sinavi, 4 Aralﬂ; 1999, 2. Gﬁn‘ (Herécm? pa&n;~sﬁré 4,5 saattir.)
2000

4. Her n > 1 igin an = ap_1(2 - n1)y : <ap < 1ve 2%, = 1999 kosullanm saglayan tiim
(an) gergel say1 dizilerini bulunuz.

5. Cevrel gemberinin yarigapt R olan dar agili bir A3 A As liggeninde, A;, Az ve As noktalarindan
gegen yiiksekliklerin ayaklan sirasiyla Y1, Yz ve Vs, |A1Y1] = Ry, |AoYs| = ha, |43Ys| = hs; Ay, A,
ve As noktalarmdan (Y;Y3Y3) gemberine -gizilen tegetlerin uzunluklan da swasiyla ¢y, tg ve t3 ile
gosterilmek tizere, I o :

3
3 ti ) 3
E (—=)?< =R
. i=1 ( hg ) 2
- oldugunu ispatlaymiz.

6. 40 saymn toplammi, 8 “islemci” kullanarak bulmak istiyoruz. Baglangicta, hér_*‘iglemcinin
ekraninda 0 sayist bulunuyor. Herhangi bir iglemci, kendisine digaridan verilen ya 'da bagka bir
islemciden aktarilan sayiy1, ekramndaki meveut sayiyla bir birim zamanda toplayarak, elde ettigi
sonucu ekranina yaziyor. Ekramndaki sayiy1 bagka bir islemciye aktaran bir iglemcinin ekrani kararyor.
Verilen 40 say1dan istediklerimizi istedigimiz iglemciye girerek ve iglemcilerin elde ettigi kismi toplam-
lant da istedigimiz iglemciye aktararak, bu 40 sayiy1 en az ka¢ birim zamanda toplayabiliriz? * " -

. o
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COZUMLER

1. Once a bir tamsay1 olmak tizere, 2% + y? = a (mod 37) denkligini saglayan (z,y) sirali tamsay1
ikililerinin sayisim bulahm. a = 0 (mod 37) ise, 22 + y? = 0 (mod 37) denkligi, y? = (62)? (mod 37)
ve dolayisiyla y = £6z (mod 37) denkliklerine esdeger oldugu igin, ¢oziim olarak 2-36+1 = 73 (z, y)
sirali ikilisi elde edilir. : . ‘

Simdi de a # 0 (mod 37) durumuna bakalim. z2 4 y? = 22 — 36y% = (z — 6y)(z +6y) (mod 37)
oldugu i¢in, aradifimuz say1 (z — 6y)(z + 6y) = a (mod 37) denkligini saglayan (z,y) sirali ikililerinin
sayisidir. Ote yandan, a # 0 (mod 37) oldugundan, her 1 < u < 36 tamsayisi icin, v = a (mod 37)
ve 1 < v < 36 kosullarimi saglayan tam olarak bir v tamsayis1 bulunur. Boyle (u,v) sirah ikilileri ile
u=2—06y, v=r+6y, 0<=z, y<36kogullanimi saglayan (z,y) sirah ikilileri arasinda bire-bir bir
egleme bulundugundan, bu durumda, 2 + y? = a (mod 37) bagintisimin ¢oziimii olan 36 (z,y) ikilisi
bulunur.

Diger taraftan 2% 4+ w® = 0 (mod 37) denkligi, w? = —2® (mod 37), dolayisiyla da w = —z veya
11z veya —10z (mod 37) bagmtilarina esdegerdir. Yani z° + w® = 0 (mod 37), 0 < z, w < 36
kogullarini saglayan 36-3+1 = 109 (z,w) sirali tamsay1 ikilisi vardir. Sonug olarak, (z, w) ikililerinin
alabilecegi toplam 372 degerden 109 ’u igin, istenen kosulu saglayan 73 (z,y) ikilisi, 372 — 109 tanesi
icin de 36 (z,y) ikilisi vardir. Aranan say,

109 - 73 + (372 — 109) - 36 = 53317 ’dir.

SPQ iiggeni (SP = 5Q) ikizkenar uggen olup, A noktasi PQ) yaymin orta noktas: ve dolaysiyla X 4,
A A :
PXQ agisinin aglortayidir. Diger taraftan, AXB acis1i AB gapini goren bir gevre agi oldugundan

A
bir dik agidir. Bu nedenle XB, QXD agisinm agortayidir. CXD iiggeninde XB ve XA aglortay
olduklarindan, agiortay teoremi geregince,

CB . AC AC .. AD CB _ DB
BD = AD(¢>CB—BD<:>AC“AD)
cB DB

CB _DB . _CB _ _DB
& AC = AD T LB AC = AB-AD

= AB-AC _ AD-AB
AB-AC — AB-AD
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bulunur.
3, 'Verilen kogullar saglayan ve aldig1 en yiiksek deger g olan fonksiyonlarin sayisim Q(g) ile gosterelim.
Once ¢ € {0,...,p} oldugu duruma bakahm. Her ¢,5 € {0,...,n} igin |f(¢) — f(5)| < p kosulu ne-

deniyle, bu durumda, her & € {0,...,n} icin f(k) € {¢g—p, ¢ —p+1,...,q} olur. Aldig tim degerler
bu kiimeye ait olan (p-+ 1)" tane fonksiyon bulunup, bunlardan ¢ degerini hi¢ almayanlarn sayis1 p"

dir. Dolayisiyla, Q(¢) = (p+ 1)* — p olur.

Eger ¢ € {1, ...,p} ise, benzer bigimde, Q(—¢) = (p— ¢+ 1)" — (p — ¢)" bulunur. Verilen kogullar
saglayan fonksiyonlarin toplam sayisi, . :

' »
P+D((p+1)" ="+ (P—g+ 1"~ (p—9")
. q=1
=+ )" = (p+ )P+ 9" = (p+ )M -
olur. , .
4. Her n > 1 igin, : o
k l—apn=1-ap-1(2~an1) = (1-——(1,—,_.1)2;' . .

dolayisiyla da

zn—-l

l—a"-: (1-—(11)‘

olur. (ay) verilen kogullar saglayan bir gerel say1 dizisi ise,

2000 2000
1= 2000 - 1999 = 2000= > ap = » (1 —an)
n=1 n=1 -
2000 . 00 . 1 a :
=Y (1-a)*" l—ag)"=—2<1
Z( a)” - < Z( ai) . <

n=1 n=1

olacag i¢in, bdyle bir dizinin bulunmadig gosterilmis olur.

5.

Cevrel cemberin merkezi O, (Y1Y2Y3) gemberi ile yiiksekliklerin kesigim noktalar1 Py, Py ve Pj ile
gosterilmek tizere A; noktasimnin (Y1Y2Y3) gemberine gore kuvveti: A; ’den izilen tegetin uzunlugu

t; oldugundan,
t? = AP N Alyvl
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. tZ
t% =A1P-h1 = h—ll' =A1P

ve benzer bigimde t3,13 icin de bu esitlikler yazilarak,

(=Y AR

i=1 i=1

bulunur. Yiikseklik ayaklarindan gegen gember, aym zamanda kenarlarin orta noktalari olan A}, Aj,
Al 'den ve HA;, HA,, HAjy’in orta noktalan olan Py, Py, P; *den de geger ve A; P; = OA{ esitligi

saglanir. Bu nedenle,
3 3
S AP =) 04
=1 =1

olur. (ikinci tarafi hesaplayalim.) A; A5OA} kirigler dértgeni oldugundan Ptolemy Teoremi geregince,

OA; - AYAs = OA; - A1A5 + OAz - AL A) (1)
ve benzer bicimde AéA’l OAj5, A3zA50A] dortgenlerinden de, » '

OA; - AbAL = OAy - AyAs + OAz - Ag Al h (2)

OAs - A\ A = OA| - A3Ay + OA4) - AsAl (3)

.diir. Bu (1), (2), (3) esitlikleri taraf tarafa toplanarak; OA; = OA; = OAs = 1 oldugu gozoniinde
tutulup, 4243 = a, A3A; = b, A1 Ay = c alndiginda, A3A4) = §, AzA] = 2, AL A, = ¢ olacagindan,

ke = 04 (5+3) +04; (5+5) + 043 (5 +3)
. — OAI (aj:bj: _ —)+OAI (aib:tc ___) +OAI (aibj;c _g)

= (athte) (04} + 04} +04}) - (“"A *"’”A;*w")

B (ﬁ%ﬁ) Yo OAL - Ala‘n(A1A2A3),

Alan(AlAgAs (et2te) r  (r:ig yangap) yamldiginda,

a+btc _ atbte~ ., at+btc
ho - spte o atte,
i=1
= R= ZOA’ -r = EOA’ R+r
£=1 i=1
Her ‘iiggende cevrel yaricap (R) 1le i¢ yarigap (r) arasinda R > 2r bagntisy vardir. O halde R >
2r = r< R ve R+r< R+ & 5= %E— olur. Buradan,
i 3R
< =
h,‘> = 2

3 3 3
Y 0A;=> AP =) (
i=1 =1 - i=1

6. Belli bn‘&nda., herhangi bir isglemciye girilmemis sayilarla, iélemcﬂerin ekranlarindaki sayilara
“iglem gorecek kalem” diyelim. n(c) ile, ¢ zaman birimi sonundaki iglem gorecek kalem sayisini
gosterelim. n(0) = 40 + 8 = 48 ’dir; ¢ zaman birimi sonunda istenen toplam elde edilmigse n(¢) = 1
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{Burada genelligi yitirmeden her islemcinin kullanildiginy varsayiyoruz.) Bir zaman biriminde
la 8 islem yapilabilir; ayrica yine bir zaman biriminde, islem gorecek kalem sayisi, en fazla
yanya indirilebilir. Dolayisiyla,

- n{ey—-n(c+1) < min{%ﬂ, 8},

va da egdeger bigimde,

Conle+1)> maX{-’-l-(fl,n(c) -8}

olur. Simdi M(O) =48; M(c+1) = max{[—i—l] M(c) — 8}‘ sistemine bakahm. ([z] := z ’ten

biiyiik ya da z ’e esit olan en kiigiik tamsayidir.)

o~

¢, MC)=1 k0§ulunu saglayan en kugiik tamsayr; G’ da aranan yamt ise, C > C *dir. € 'y
bulalim: ; .

M) =48 M(1) = max{[ 4], 40} = 40;
M(2) = max{[40],32) = 32; M (3) = max{[22], 24) = 24
M(4) = max{[22],16} = 16; M(5) = max{[1%],8} = 8;
M(6) = max{[§1,0} =4 M(1) =max{[$],~4} =

M(8) = max{[2],—6} = 1.
Yani € = 8 *dir. Aranan sayl C>8 olur

Agagidaki glzclgcdc, kogeler iglemecileri; tiggenler itk betg zaman biriminde iglemeilere girilen 5 "er
say1y1; yonlii kenarlar da, hangi iglemcinin kismi toplaminin hangi iglemciye aktarldigmi gostermek
lizere; istenen toplamin 8 zaman biriminde elde edilebilecegi goriilmektedir. Yani, C' = 8 ’dir.




