PROBLEMLER VE ¢COZUMLERI

Uyar:: Dergimize algtirma problemlerinin ¢-
zumlerini degil, yalnizca yarisma problemlerinin
goziimlerini yollaymiz. Cogiimleri génderirken
litfen su noktalara dikkat ediniz:

-Her sorunun ¢éziimiinii ayn bir kagida okunakl
ve anlagilir bir bigimde yaziniz.

-Kagidin sag iist kogesine adimizi, soyadimazi,
adresinizi, 6grenci iseniz okulunuzu ve simifinizi
yazimigz.

-Cozumleri, Akdeniz ﬂniversitesi, Matematik
Boliimii, 07058-ANTALYA adresine 31 Mays
2000 tarihine kadar gonderiniz.

ALISTIRMA PROBLEMLERI

A.206. z+y = 1 kogulunu saglayan sayilar iginde
z3 + zy + y® polinomuna minimum deger veren z
ve y ’y1 bulunuz.

A.207. Bir .n dogal sayisinin tiim pozitif
bélenlerinin sayisina s diyelim. n ’nin tiim pozitif

bélenlerinin garpirmini, n ve s cinsinden bulunusz.

A.208. ay,as,as,...,a, € Rvel > bl > by >
>8> 0ise,

n k
1D abi <1 al
i=1 i=1

esitsizliginin saglanmasim garanti eden bir k € N
bulundugunu kanitlayiniz; '

A 209. z; ve :ég, ;
saglayan sayilar olg
7 + z} sayismin §ile"

0" denklemini

A.210. ABC,
kesigim noktasi E,

A AT
K ve AKE=DKE ise
uzakhg |[CC'|, B
uzakhg |BB'| olmsk
oldugunu ispatlayinsz,
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YARISMA PROBLEMLERI

Y.206. 25 x 25 karesinin her hanesine +1 ve
~1 sayilarindan biri yazilmmstir. 4-inci satirdaki
sayilarm ¢arpimina a; ve j-inci situndaki sayila-
rin garpimuna da b; diyelim.

ar+br+aztba+...+ags+bs #0
oldugunu gosteriniz.
Y.207. Herhangi 3 tanesinden bir liggen
yapilabilen 5 dogru pargas: verilmistir. Bu dogru-

pargalarindan yapilabilen tiggenler iginde en az bir
tanesinin dar ac¢ili oldugunu kanitlaymiz.

Y.208.
koklerini bulunuz:

Asagidaki denklemin tiim rasyonel

abz® + (e + %)z +1=0 (a,b € Z).

Y.209. a™ +2" +1 sayist a®tl 420+l 1 say1sini
bolecek bigimde tum a ve n pozitif tamsayilarin
bulunuz.

Y.210.. ABC dar agih iggeninde A, B, C ’den
[BC], [CA], [AB] kenarlarma indirilen dikmelerin
ayaklari, sirasiyla D, E, F; yine A, B, C 'den
EF, FD, DE ’ye indirilen dikmelerin ayaklari,
sirasiyla P, @, R ile gosterilmek iizere, AP,
BQ, CR dogrularinin aym noktadan gectigini
gosteriniz.

A.196. n € N olmak tizere, 2" ve 5" sayilarinin
onluk say: sisteminde yazihglanndaki ilk rakam-
larmin aym oldugu bilinmektedir. Bu rakam bu-
lunuz.

GCOZUMLER

Coziim. S6z konusu rakam 3 ’tir. (n = 5 icin
25 = 32 ve 5% = 3125 ’tir ve demek ki, 3 rakaminin
ilk oldugu durum mevcuttur.) n > 4 durumunu
incelemek yeter. 2" ve 5” nin ilk rakamlar: a ve
cainlar sayis1 da, sirast ile, s + 1 ve ¢t + 1 olsun.
irde

10% < 2™ < (a+1).10° ;
10° < 5" < (a+1).10°
afa carparsak, '
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a?.10°% < 10" < (a + 1)2.108+¢ |
a? <107 < (a + 1)?

elde ederiz. 1 <a<9oldugundan,n—-s—t=1
_olmak zorundadir. Dolayisiyla, a? < 10 < (a+1)2
ve buradan a = 3 oldugu goriiliir.

A.197. aj, as, ...
saglamaktadir:

, @n, ... dizisi agagidaki kogullar:

a; = 0) [azl = Ial + 1!7]“3[ = Iaz + 1}7"')"]%; =
Idn-l-}‘l’,‘..

Bu durumda, 2(a; +as+...+a,) > —n oldugunu

gosteriniz.

Cozum. a; =0, |as] = Jag +1], ..., |ans1] = |an +
1| esitliklerinin her iki yaninin karesini alip taraf
tarafa toplarsak,

2a1+as+..+ay)+n=al ;>0

= 2ar+az+...+a,) > —n
elde edilir.

A. 198, limpyeo(@ns1 — an) = 0 oldugu halde
wraksak olan bir simirh dizi var midir?

Cozum. Evet, vardir. Bir ornek - gosterelim.
4, = sin/n alahm. Her n igin {a,| < 1.ve
dolayisiyla, (a,) bir smirh dizidir. Bu dizi rak-
saktir. Ciinki, ornegin sifira ve bire yakinsayan
altdiziler bulmak mimkindir.

Simdi,
0<l|anti— an] = |sinv/n + 1 — sin+/n|
= 2| cos V””‘";J’ﬁj.{sin n“‘é"\/ﬂ

< 2|sin @{ <.
(Isin z| < |2| esitsizligini kullaniyoruz.)
<2 YR = T /a
= m =0, (n— o0).
Sandvig teoreminden, -Iimn._,oob(an“ ~ ap) = 0.
A.199. f:(1,00) = R siirekli bir fonksiyon olup

her z,y > 1i¢in f(zy) = z.f(y) +y.f(z) esitligini
saglamaktadir. f fonksiyonunu bulunuz. :

Problemler ve Cozumleri
Cozim. Esitligin her iki yamim zy ile bolelim:

fley) _ fG@) , f@)
zy z Yy

1) = (z) dersek, p(zy) = (=) + ¢(y) olur.
Simdi de bu esitlikte z yerine e”, y yerine de e¥
koyarsak,

p(etY) = (%) + ()
elde ederiz. @(e*) = (t) dersek, sonuncu esitligi
Y(z+y) =¥(z) +4(y)

bigiminde yazabiliriz. Bu sonuncu ise Cauchy 'nin
meshur fonksiyonel denklemidir ve strekli fonk-
siyonlar smifinda onun ¢Szliimiiniin ¢¥(z) = c.x
oldugu kolayca gosterilebilir. “Geriye donersek”,
problemdeki fonksiyonel denklemin ¢ozuminin
f(#) = ce.ln z oldugunu soyleyebiliriz.

A.200. ABC bir egkenar tggen ve P, bu
iiggenin diizleminde bulunan herhangi bir nokta
ise, |PA| + |PC| > |PB)| oldugunu ispatlaymiz.

Coztim. PABC dortgeninde Ptolemy teore-
minden

[PB|.JAC| < |[PA].|CB| + |PC|.|AB]

yazihir.  Esitlik, MABC ’nin gembersel olmasi
halinde gegerlidir. =~ *

|AB| = |BC| = |AC|
oldugundan |PB| < |PA| + |PC| elde edilir.

Y.196. m ve n ’nin (5 + 3v/2)™ = (3 +5V2)"

esitligini saglayan tamsayl degerlerini bulunuz.

Cozim. m = n = 0 igin esitlik saglamir.. m
ve n ’'nin bagka tamsayi degerlerinde esitligin
saglanamayacagin gosterelim.

m ve n ’nin isaretleri farkli olursa, esitlik
saglanamaz. Genelligi bozmadan m > 0; n >
0 oldufunu varsayalim. Bu takdirde, Binom
formili kullanilarak;,

(5+ 3\/5)"" =T+ Ym V2,
(34 5V" = up +v,V2




Problemler ve Cézumleri

olacak bicimde @n,,Ym,Un,vn € N sayilannin
varhgini soyleyebiliriz. Bu sayilann esit olmas:
igin gerek ve yeter kosul, z,, = u, ve Y, = v,
olmasidir.

Ote yandan, &, = U, Ve Ym = Up olmasi duru-
munda

(6-3V2)" =z, . ymV2,
(8=5V2)" = up — vaV2

egitliklerinin sag taraflan birbirinin ayni, fakat sol

taraflar1 farkh olacaktir. Ciinki, |5—3v/2] < 1 ve
13 — 5v/2| > 1 ’dir.

Coézenler: (Emrah Kaplan (Kayseri)).

Y.197. P(z), katsayilari tamsayilar olan -bir
polinom olmak iizere, belli bir n tamsayis: icin
P(—n) < P(n) < n egitsizlikleri saglamyor.
P(—n) < —n olacagm kamtlayiniz.

Coziim. Her tamsayi a ve b (a # _b) icin
P(a)— P(b) farki (a—b) farkina boliiniir. Oyleyse,
P(n) — P(—n) > 0 sayis1 n— (—n) = 2n sayisina
boliinmelidir. Buradan

P(n) — P(—n) > n =

P(-n) < P(n)~2n<n-—-2n=-n
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R noktasinda S(z) = 0 esitligini saghyorsa, bu
polinom

S(x) = a(z — z0)?, (a>0)

seklinde olur. Bunu gozoniine alirsak,
R(z) - P(2) = a(z — z0)?,

Q(z) - P(2) = b(z — z0)*,

esitlikleri saglanacak bigimde a ve b sabitlerinin
varhgini soyleyebiliriz. a > 0 varsayabiliriz,
cinkii a = 0 durumunda ispat1 yapilacak bir gey
yoktur. '

(0<b<a)

-

Boylece, a = ﬁg—ﬁ =1- % olmak tizere,

Q(z) = P(z) +b(z — 0)”

= Y1p@) + ale — 207 + 22 P()

= aP(z) + (1 — a)R(z)

olur.

Y.199. Her reel ay,as,...,a, sayilar igin

P
-1

i,j=1

_ oldugunu kanitlaymz.

= P(-n)<-n

saglanmahdir.

Y.198. Her biri ligiinci dereceden ve reel kat-
sayil P(z), Q(x) ve R{z) polinomlarimin her = €
R icin
P(z) < Q=) < R(z)

egitsizliklerini sagladigim varsayalim. Bununla
beraber, P(zq) = R(zo) saglanacak bigimde bir
z € R sayisinin varhgini diiginelim. Bu takdirde,
her ¢ € R igin

Q(=) = o-.P(2) + (1~ ) R(z)

egitlifi saglanacak bigimde bir o € [0, 1] sabitinin
varhiginl kanitlayimsz.

Coziim. Derecesi < 3 olan bir S(z) polinomu
her z € R igin S(z) > 0 esitsizligini ve bir zg €

Coziim. P(z) = a; + azz + azz® 4 ...+ apz™!

polinomuna bakalm.

P2(z) = Y iy anajztti=? ve
1 ‘ ;
0< fo Pz(:l:)da: = z:,jsl kj.kja_Jl .

Y.200. Bir E diizlemi ile diizlemin iginde bir
A noktast ve diginda bir B noktas: veriliyor. E
diizlemi iginde oyle bir C' noktasi bulunuz ki,

lAI?B'!'C‘ﬁG’ malksimum olsun.

A . A
Coziim. ABC uggeninde ABC= §; BAC= o,

A
ACB= v olsun. Siniis teoreminden,

smﬁ, | |BC| = ]AB}zE:

[AC| = |AB|.

sin«y
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yazﬂarak
|[AB|+ |AC| - |AB| + IABE%% _ sin«y + sin g
|BC| 1ABI§—‘%% sin o
_ 2sin£—2t1cosgg—7 _ cos%l
- sin o T sin§
bulunur.

o 'nin sabit oldugunu kabul ettigimizde, § = v

i¢in ifade maksimum degerini alir ve Sinlg olur.

0 < o < 7 oldugundan « arttikca sig% de
artar. o 'nm en kigik deferinde —lz mak-
simum olur. Bu AC dogrusu AB dogz?usunun
izdustimi iken gerceklegir. O halde, C noktass,
AB ’nin izdiigiimii tzerinde ve |AC| = AB|gartim
saglayan noktadir.

Qozenler: (Emrah Kaplan (Kayseri), Necati
Girgin (Denizli)).

Problemler ve Cézimleri

YAZARLARA

Dergimiz matematige ilgi duyan herkesi yazar
kadrosunda kabul etmektedir.  Yaymnlanacak
yazilann matematik ile ilgili olmasi diginda her-
hangi bir kisitlama yok. Fikir vermesi agisindan
su konulan siralayabiliriz:

* Konu sunuslar:.

* Matematiksel diiglincenin degisik alanlardaki
uygulamalarini vurgulayabilecek yazilar.

* Yillardir ¢ozlim bekleyerek yeni ¢ozulmug
va da heniiz ¢dztilmemis inli problemlerin
tanitimi.

* Matematige ilgi duyan dgrencilerin kendi-
lerini agmasina yardimeci olabilecek problem-
ler.

* Matematiksel kavramlar tarihi ve mate-
matikgilerle ilgili yazilar.

* Daha saghkli bir miifredat  programini
olugturmaya yonelik inceleme, elegtiri ve al-
ternatif oneriler.

* Matematik Diinyasindan giincél haberler.

Gonderilen yazilar aynen yayinlanabilecegi gibi
butinlugi bozmayacak bazi degigikliklerle de
yvayinlanabilir. Simdilik olanaklarimiz yazarlara
telif tcreti ddemeye elverigli degildir. Bu.
nedenle anlayisla kargilanacagimmzi umuyoruz.
Gonderilecek yazilarin okunakli el yazisi ya da ter-
cihen daktilo ile ya da PC ’de Latex programi
yardimiyla, diizgiin ve tam cimlelerle, Tiirkce
dilbilgisi kurallarina uyularak, dstiste formiil
viginlarindan kagimlarak yazilmasi, beg sayfay:
gececek yazilarda bolme noktas: belirtilmesi rica
olunur. Yazilar :

Matematik Diinyasi
Akdeniz Universitesi, Matematik Boliimii,

07058-Antalya

adresine giinderilecektif.




